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《计算 数学 丛书 ?是 为 了 适应 计算 数学 和 计算 机 科学 的 发 
展 ， 配 合 高 等 院 校 计 算数 学 教学 的 需要 而 组 织 的 一 套 参 考 读 
物 。 读 者 对 象 主要 是 高 等 院 校 数学 系 和 计算 机 科学 系 的 学 生 、 
研究 生 ， 亦 可 供 高 等 院 校 数 学 系 和 计算 机 科学 系 的 教师 以 及 
工矿 企业 、 科 研 单位 从 事 计 算 工作 的 技术 人 员 参 考 。 

本 从 书 向 读者 介绍 近代 计算 方法 的 一 些 主 要 进展 及 其 适 
用 范围 和 实用 效果 。 每 种 书 集中 介绍 一 个 专题 ， 针 对 本 专题 
的 近代 发 展 作 综合 性 的 介绍 ,内 容 简明 扼要 ， 重 点 突出 , 有 分 
析 , 有 评价 ,力图 使 读者 对 该 专题 的 动向 和 发 展 趋势 得 到 一 个 
完整 的 了 解 。 

本 丛书 已 拟定 的 选 题 计 有 :《 线 性 代数 与 多 项 式 的 快速 算 
法 ?>《 数 论 变换 ?、《 数 值 有 理 融 近 ?《 和 矩阵 特 征 值 问题 ?《 索 伯 
列 夫 空间 引 论 >、《 计 算 组 合 数学 >、《 样 条 与 插值 、¢ 有 限 条 形 
法 ?、《 广 义 逆 矩阵 及 其 计算 方法 >、¢ 非 线性 方程 迭代 解法 >、 
《奇异 摄 动 中 的 边界 层 校正 法 ?、《 沃 尔 什 函 数理 论 与 应 用 》、 
《多 项 式 最 佳 泊 近 的 实现 ?、《 坏 条 件 常 微分 方程 数值 解 》、《 误 
差分 析 ?、《 最 小 二 乘 问题 的 数值 解法 ?*、《 板 壳 问 题 韭 协调 方 
E». € HEX X NI». «Monte Carlo 方法 >、《 差 分 格式 理 
3v. c8 di 0 ERCUCNO E T ERST ALAOS 
起 陆续 出 版 。 
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矩阵 计算 是 近代 计算 方法 中 发 展 最 早 、 最 快 的 领域 ， 尤 
其 是 对 称 矩 阵 计 算是 最 成 熟 的 部 分 . 

本 书 比 较 深 入 地 介绍 了 解 线性 代数 方程 组 的 共 斩 斜 量 法 
和 Lanczos 方法 ， 解 矩阵 特征 值 问题 的 QL 方法 和 Lanczos 
方法 , 以 及 与 这 些 方 法 密切 相关 的 对 称 三 对 角 和 矩阵 的 理论 . 这 
些 方法 是 经 过 实践 考验 的 , 认为 是 有 效 的 方法 。 其 中 解 线性 
代数 方程 组 的 共 轿 斜 量 法 和 解 特 征 值 问 题 的 Lanczos 方法 ， 
都 是 五 十 年 代 初期 就 提出 来 了 , 经 历 了 二 十 年 曲折 的 历史 , 获 
得 了 理论 上 和 实践 上 的 支持 , 直到 七 十 年 代 才 站 住 了 脚 . 

读者 通过 本 书 , 一 方面 可 以 更 好 地 掌握 这 些 方法 , 应 用 于 
实际 , 也 可 以 了 解 到 目前 在 对 称 和 矩阵 计算 理论 上 达到 的 深度 ; 
并 且 会 发 现 , 尽管 对 称 矩 阵 计算 这 个 领域 , 在 计算 方法 各 个 领 
域 中 ,相对 来 说 是 比较 成 熟 的 , 但 仍然 有 不 少 问题 有 待 解决 ， 

本 书 的 初稿 曾 是 复旦 大 学 计算 数学 专业 TT 届 、78 届 学 
生 选 修 课 的 讲稿 , 在 教学 过 程 中 , 发 现 学 生 对 这 些 内 容 还 是 比 
较 感 兴趣 的 、 现 在 写成 此 书 , 作为 大 学 计算 数学 专业 大 学 生 
的 选修 课 和 研究 生 课 程 的 教材 也 是 适当 的 . 

本 书 中 有 很 多 素材 来 自 美国 California 大 学 Berkeley 分 
校 数 学 系 和 计算 机 科学 系 教授 B. N. Parlett 的 书 “The 
Symmetric Eigenvalue Problem”， 记 得 在 1979 年 那 书 正 式 
出 版 之 前 ，Parlett 教授 把 这 书 的 打印 稿 给 我 阅读 , 使 我 能 及 
时 掌握 有 关 的 理论 。 在 此 向 Parlet A RERE DRH. 
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本 书 的 其 它 材料 ， 来 自 书 后 所 列 的 参考 文献 和 自己 的 心 
得 . 由 于 水 平 有 限 , 错误 和 不 妥 之 处 在 所 难免 , 望 读者 批评 指 
IE, 
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号 说 明 


本 书 规定 

1. 用 大 写 英 文字 母 表 示 和 矩阵 ， 用 黑体 小 写 英文 字母 表示 向 量 ,用 
小 写 英 文字 母 或 希腊 字母 表示 标量 . 

2. A", x" 表示 A, x 的 转 置 ) A*, x* 表示 A, x HREH, 

3. XE ER z= (21, 25, t, Ea)”, Y= (s Yo t; Yr)? 的 内 积 


(x, y)— Z S —x"y. 


4. [ig c 的 范 数 |z| RES a P a T, Je e 4 的 范 数 
lAl o supl Az]/ll. 


5. e, 表示 单位 和 矩阵 


R38 i A. 

6. q, 95, …，gj 是 j 个 % 维 列 向 量 , War qo, c, qs]j 表 示 由 这 
j 个 向 量 , 按照 所 给 的 次 序 组 成 的 矩阵 . 

ia» az …，9g 少 表示 由 这 J 个 向 量 所 成 的 线性 空间 . 

7. 没有 特殊 声明 ， 和 矩阵 .向 量 、 常 数 全 是 指 实 和 矩阵 、 实 向 量 、 实数 ; 
任意 矩阵 , 章 指 任意 实 和 矩阵， 
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HHR (conjugate gradient method) fg R HB E 
为 对 称 正定 的 线性 代数 方程 组 的 一 种 方法 ， 它 的 产生 在 五 十 
年 代 初 期 ,参见 参考 文献 [1]; 经 过 几 十 年 的 考验 , 现在 公认 为 
它 是 一 种 好 方法 , 可 详 阅 [2]、[3] 、 [41.. AT RATAREA 
BE, BUR BUBBLE EIER SHREK. 另外 我 们 
也 介绍 一 下 , 近年 来 产生 的 ， 引 起 广泛 注意 的 不 完全 分 解 、 预 
AERE JESERUR TA. 


S1 $8 Hi 
B A= (a) fé nxn KHR EERE E)BATIIRUM 
Ax=b (1) 


的 求解 问题 。 这 里 w= (vu moy n, on) 是 未 知 向 量 ,b= Ch, 
02,…， 5)” 是 已 知 的 向 量 . 

(0) 的 求解 问题 , 等 价 于 下 列 泛 函 的 求 极 小 问题 : 

F (25) — (Am, 2) —2(b, æ) 
或 
F(z)-—-zx'"Axc—2bz, (2) 

即使 (2) 达到 极 小 的 向 量 c 为 (了 D 的 解 ， 反 之 , (D) 的 解 是 使 
(2) 达 到 极 小 的 向 量 . 

实际 上 , 因为 4 正定 , 故 4 存在 , 记 计 = A 75, 它 是 (1) 
的 解 , 由 
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F (ac) = (Am, x) -2(b, a) — (Ac, 2)—2(AF, x) 
= (A(x—&), (c—4)) — (AZ, &) 
>— (AÈ, €)—F(&) 
且 因 为 4 是 正定 的 , 故 只 有 当 c X —0 时 , 才能 使 上 式 中 的 
2 成 为 等 号 , 否则 是 > 号 ， 这 就 证 明了 (D 的 求解 问题 , 等 
价 于 (3) 的 求 极 小 问题 . 
(2) 的 求 极 小 问题 , 等 价 于 
Fi(w) = (A(x—4), (z—4)) (3) 
或 
F (Œ) = (A (Awe—-b), (Ax —5b)) (4) 
的 求 极 小 问题 ， 这 是 因为 (m) — PF (n) - (AZ, 3), d 
(AŽ, 3) 是 常数 
(3) 或 (和 9 与 (2) 的 主要 差别 在 于 (2) 表 示 式 中 没有 未 知 
量 ,因此 给 定 一 个 c, 可 以 算出 了 (zw) ,而 (3)，( 约 都 有 未 知 量 
出 现 , ARAE Z R AY 时 ,给 定 一 个 w, 算 不 出 Fi(w)， 但 
当 不 需要 计算 泛 函 值 时 ,用 Ps (2) 更 加 直观 ， 
一 种 求 (D 解 的 想法 是 先 取 一 个 初始 向 量 wo， 按 某 种 规 
则 求 出 一 个 向 量 w, 使 得 F(x) Fi (09) ,然后 再 从 w, 
上 述 规则 求 出 一 个 向 量 za， 使 得 Flw) Fin), gna 
推 ,得 到 一 个 向 量 序列 aco, 201, wa, 并 且 希 望 这 个 序列 能 收 
敛 到 解 世 ”这 是 一 种 很 一 般 的 想法 , 很 多 方法 都 是 基于 这 样 
的 想法 . 当然 所 得 到 的 向 量 序列 能 不 能 收敛 到 区 ,收敛 速 度 
如 何 , 都 依赖 于 按 什么 样 的 规则 从 oos 确定 Bia. l 
” 你 量 法 也 是 一 种 具体 实现 这 种 想法 的 方法 . 它 的 规则 
是 : 从 wo 有 4%o 一 6 一 ?0, 如果?o 一 0, 那么 wo BD CL) 的 解 ， 
WMR yo#0, 那 么 令 了 一 Ze 十 ago 4 a 变动 时 ,表示 一 条 过 Xo 
WER, CRAMER Yo 相同 。 在 这 条 直线 上 找 一 点 扣 一 


一 2 一 


Xot aoto, 使 得 对 所 有 的 实数 c, 
Fi (æ) SF (oo 十 ayo)， (5) 
也 即 在 这 条 直线 上 , v 使 Fiw) 达到 极 小 。 
现在 来 看 m 是 什么 ? 因为 
Fi(wotoaro) = (A (£otaro— $), (Xotaro—2)) 
—(A(zo—&), (19—&)) 
4-2 (A (229 — 4) , To) + (Ato, To), 


有 Etato) s ( 8), ro) +a, To), 


I —2(Af., To) >0, 


因此 取 ĈEL 一 0 得 到 的 a B os, 即 


a= — (A (æo—), To)/(ATo, To) 
一 一 (ro To) / (Aro, To), 
从 而 Wi1— Wo— [ (To, T9) / (Aro, T9) |fo, 而 
Fi (æ) = (A(2o— 85), (2y—4)) 
—2 (ro, To) / CAro, To) ] Cro, To) 
4- [(ro, r9) / CAro, To) ]* (Aro, To) 
=F (29) — (ro, T)?/ (Aro, To) <F1(®0), 


EIU oo 是 通过 PP: 一 0 而 导出 的 ,也 可 通过 另 一 种 思 


想来 导出 .对 于 R 引进 一 种 新 的 内 积 ，{%, y1— (Ac, y), 
因为 4 是 对 称 正定 的 , 因此 它 满足 内 积 的 条 件 (参见 [9]) 从 
而 有 一 种 新 的 范 数 [oc] — V CA, x) - A læ, x]. TE 
F,(xr)-|xr-&|?, 
F4(2$2-ot5) = |to— £ 4-or)]?, 


Ka 的 问题 ， 相 当 于 向 量 09 — 6 LAS ro 的 某 一 信 数 后 ， 使 


— 3 = 


SU BOR. 自然 oo 使 得 aro — Etar EXT To, BP oo 满足 
foo 一 多 十 oo7o Toj] 一 0， 
2o 一 个 T», f 
«c Ey 0 
时 ,可 使 余 量 [Etar E] 最 小 . 
这 种 由 正 交 性 导出 极 值 性 的 办 法 是 有 普遍 意义 的 。 
定理 1.1 E" 上 定义 的 任意 一 种 内 积 ((，))， y ÆR 
中 的 任意 一 个 向 量 ， 五 、 fale. Sr Æ Rip b PRERA 
HE, NU] b Ae ot, o2, oz dE 
(Gr od fit+ re f. ptf of) 
« (yos fit -esfy, grosfittasf), (D) 
对 任意 实数 0i 0s, oz 只 要 (0, 02, om] s (01,02, ^, 05), 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 ， 叹 、 吗 、…、oi 满足 


> 


((y +afit tafi, f) -à, $—-1,2.-..k, (8) 
证 明 若 (8) 成 立 , 记 u= a + Zo, D] 


(ýa a) 
-((ne 3t f 3 do fo a xot fe X anf) 
-((u-3i2f. yt af.) 
+2(( ye arfi, ET F) 
*((B 4 f« 21) 


Pls (u-- xat fs, 21 4o f) 0, 而 第 3mxpDf. 


fs 线性 无 关 , 除非 所 有 des (671.2. --- 4) Jy 0, 28 DU RETE B, 
But CT) Rar. 


BRER, K 


0 o 0 D Im 
(oi, Qa, ***, ar) = (oi, ttt, 05.1, a; + Aa, 0.1, ***, ar), 


于 是 
(( ye ofi, ye «fi)) 
-((w-Ei2t fi uw 3:45)) 
4o (( y +$ fo f) Go Fs SD, 
由 (7) 知 4o, 0 使 上 式 达到 极 小 , 故 必须 24ou 的 系数 
(y+ F))=0, 

否则 因为 《(fi, f))>0, X 

sm=—(( y+, f) / (Fs f) 0, 


将 使 该 式 达 到 极 小 , ABUSE QD) JUGE JL 
因为 所 取 的 5 是 任意 的 ,因此 (8) 成立。 定理 证 举 , 
再 回 到 方程 (DD 的 求解 问题 上 来 ， 求 得 了 w= toHaro 
Ja, 可 以 构造 出 7 一 Aw1 一 6 一 Fotoodx1o, 于 是 可 以 在 直线 
痪 一 Wi 十 of1 上 求 一 点 Va 一 2 十 odg 使 得 
F4 (9c osi) Fani Foi), 
对 任意 ace 的 实数 成 立 。 这 样 的 
| a= — (T4, PD/ Aris, T3), 
依 此 类 推 ,有 计算 程式 . 
给 定 Xo, 
T,= Ác,—b, 
| a= — (Tr, Tr) / (Ars, T2), (9) 
lamar, k=0, 1, 2, --., 


从 (9) 构造 出 序列 (o): 的 方法 就 称 为 斜 量 法 ， 因 为 极 小 是 在 
n= grad F; (æ) 
因此 称 为 斜 量 法。 | 
斜 量 又 称 梯 度 (gradien 切 ， 它 的 几何 意义 是 使 Fi(o) 在 
某 点 邻近 变化 最 快 的 方向 , 因此 从 Fa (wo 十 aro) 求 极 小 ,希望 
比 其 他 方向 Pp ER F 《mo 十 ap) 极 小 ,使 得 Fio) TERE 
快 一 点 . 
下 面 定理 回答 了 从 (9) 导出 的 序列 dH 的 收敛 性 问题 . 
定理 1.2 设 4 的 特征 值 为 入 ho、… 
和 A 


q—XRS 


则 


lm-Siey (Y e a0 
为 了 证 明 (10) 式 成 立 ， 先 要 证 明 两 个 引 理 。 设 和 矩阵 4 的 
TEETH A. 对 应 的 单位 特征 向 量 为 久 ， 并 且 Ui. Ya e Yn 是 
一 组 标准 正 交 向 量 组 ， 
引 理 1.1 在 定理 工 .2 的 假设 下 ,成 立 下 列 不 等 式 
(æ, w) « (Ag, a) «Ae, a). 


证 明 令 z-3 BU, 于 是 
(4x, a) =Ù up, 
(Œ, æ) -hp 


An (æ, x) = i Nn By, 
Ai (æ, æ) <S (Ax, æ) SAn (æ, &). i^. 


引 理 1.2 设 w() 是 一 个 》 的 多 项 式 , 则 
[p (Da, p(4) e] «max pH) Lr, o]. 
证 明 $r-2By, 
pA) T= Žig ANBI 
[pL &, o4) =X p Q^] 


«max pA) 311,8j max o) e, a], EE. 
现在 来 证 明定 理 1.2, 3j ro=0，(10) 式 自然 成 立 , 假设 
T9350, H Fam) <F (xot omo) 知 ' 
[z,— 4, a,— 4] « [æo - oro — &, d,-- org — 4] 
=[(I+a4) (ao —&), (7 二 a4) (259 —€)], 
Xj T 2 3o lta, 应 用 引 理 1.2, 得 到 
[2,—£, 2,— €] «max (14-o2,)? [9 — €, 2o— 4] 
« max (1 -aA)* [2 —£€, æo— 2], 
这 一 不 等 式 对 任何 实数 oc 都 成 立 的 , 因此 对 特别 选取 的 w= 


2 
ADS 也 成 立 不 等 式 
[21— €, wi 一 完 ] 


a . 
< max (1- 2X ) [æo 4, £,—&], 


MEAS An Ait Às 
2A 2 À 一 人 2 
1— = n i ) 
但 max ( Ait Àn ) ( Ant À4 ? 
所 以 


^. ^w À —À 3 ar ^v. 
[21— £, 21— 4] «( c) [wo— ZZ, Xo—&], 
n 


— 7 一 


这 样 的 关系 ， 对 于 mu. mua 之 间 也 可 以 同样 证 明成 立 的 ， 即 
[pp 一 完 ， 一 人 «(m [æra i, 215-4], 
而 6 又 是 任意 自然 数 , 故 


[2,—&, sã] <( 和 


n— Àa 2k w 心 
Ix) [toč xo], 
再 利用 引 理 .1 就 可 获得 估计 式 (10)， 证 毕 . 


在 证 明 中 取 am 一 了 -7 一 ， 它 是 下 列 极 大 极 小 问题 的 
f 


min max |i4-eA| 
ANCA 


即 对 任 何 实 数 a 有 
一 < + 
Ba 1 Ai t An à n Ia | 1 2^ | ? db 


等 式 只 有 在 wa 一 一 2/ (和 十 入 ) 时 达到 ， 这 可 从 图 知道 ， 由 
ADAHA a= 一 2/ Gu 十 Nn) 可 以 得 到 比较 小 的 误差 人 计 ， 
因此 在 证 明 中 取 这 一 个 值 . 


BUR Oc secl, 从 定理 1.2 知 余 量 法 所 得 的 序列 


Tao ERAH. 
fk p—1AI A7] 为 系数 矩阵 4 的 条 件数 ， 当 4 是 对 称 


+ m= Nn — Ài _ 一 二 4 


BPIRITL 接近 于 工 说 明和 矩阵 4 的 条 件数 很 大 时 (此 时 称 


矩阵 4 是 病态 的 ), (10) 式 右 端 收敛 于 0 是 很 慢 的 ,实际 计算 
的 经 验 也 是 这 样 , 此 时 os KAF T 的 速度 也 是 很 慢 . 

为 了 对 系数 矩阵 4 的 条 件数 有 个 数量 的 概念 , 我 们 用 差 
分 方法 求解 正方 形 Oxo, y«1 上 的 Poisson 方程 第 一 类 边 值 
问题 为 例 ,车 差分 步 长 为 h=1/m, 则 系数 矩阵 为 (m 一 人)? 阶 ， 
它 的 (m 一 ?个 特征 值 为 


Asa 7 1— (cos ph cos qe) p.9q—1i, 2, =, m—1, 


i ji 一 1 一 cosjr 一 3sin? $, 
As —1—cos(m— 1a =2sin DE 
2m 


于 是 E COM 
A 
—i 
h=1/10, p=39.87, 2 一 ~- =0.9 
/10, p » pti 5, 
—-1/ x p-i. 
h=1/50, 221000, P il 0.998, 


一 工 
一 二 | «M 3 P =. 
h=1/100, px4x10, PF =0.9995, 


_ 和 or 
3j k=1/10, MEM 0.95, 如 果 要 


An ~A 
“<d0- 3 
(iex Às 十 入 1 


Lk>—3/log0.95=184.65, 
这 告诉 我 们 即使 对 于 =1/10, 对 81 阶 的 系数 矩阵 ,要 使 


ay- 2] «107 Ae feo, 
1 


RRR 135 次 ; ARRERA E ARARE IKET , 因 
此 在 目前 求解 线性 代数 方程 组 时 ,不 再 采用 斜 量 法 ， 不 过 有 
关 剑 量 法 的 一 些 想法 对 于 构造 新 的 方法 却 仍然 是 有 价值 的 。 


$2 £p Se Bi 


上 节 所 介绍 的 斜 量 法 , 它 从 wo SR ona, 是 在 直线 wo 十 wy 
上 找 的 。 同样 可 以 考虑 ， 从 wo 求 æ, 在 一 个 平面 Xo 十 op 十 
Bg EFR, 也 即 wii 一 wo 十 oo2 十 Bog ,并且 不 等 式 
F (x1) «PFi(2-4-op4- 8q) 
对 一 切实 数 a、B6 成 立 ， 利 用 定理 1.1 ABEXXEEN oo. Bo 由 
下 列 方程 组 所 确定 : 
{Pt Ag P=0, 
[4o--a9p- Bog — €, q] —0. 
R3 p, q 线性 无 关 , 上 述 方程 唯一 确定 a 和 Bo. 
特别 取 儿 一?o，9& 为 另 一 与 ” 线性 无 关 的 向 量 时 ，w: 一 
wo 十 coro 十 Bo9， 有 可 能 比 斜 量 法 中 所 确定 的 wz 要 好 ， 不 可 
能 比 它 差 , 
另外 在 $1 估计 斜 量 法 的 收敛 速度 时 ,用 到 等 式 
Wo 十 QTo 一 完 二 (十 a4) (zo — €), 
从 而 把 问题 归结 为 考虑 多 项 式 1 十 oh 在 区 间 D, 24] 上 的 极 
大 极 小 问题 


~=- 10 一 


min max I12-oA]., 

如 果 我 们 仍 要 把 在 平面 £o+ap+ 8g ER mw: 的 问题 , 归 

结 为 多 项 式 的 极 大 极 小 问题 , 自然 会 想到 取 g= Ar, 这 样 
£- op - Bg — vot oorot B Aro, 
otari - BAT — Z= d$, — € Harot BATO 
= (T +a A+ BA’) (x9—$), 
如 果 ro 与 Aro 线性 无 关 , 就 可 以 唯一 确定 
Wi =o t oorot BoAro, 

如 果 To 与 4ro 线 性 相关 ,我 们 来 分 析 一 下 ,会 发 生 什 么 ?假定 
To#0, 此 时 必 有 4 天 0, 而 


ATo= arTo, 
因为 4 于 存在 , 故 
To —a(29—4), 
或 Exo r, 
G 


Vi AI EER wo 十 ago 上 ,因此 Fs (209 - otro-- BAT) 
LHBMiEE E-ev— ry 上 达到 ， m HOS, KE 
To 与 Aro ERREK, do, Ao 都 可 由 
[teret BoAro —&, ro] —0, 
[wot ooro - BoAT o — £, Aro] =0 
确定 .一 般 的 计算 程式 为 . 
取 定 一 个 o, 8E To— Azo — b, 计算 Aro, RIE ae Br: 
[rx, Tx]oxt LATk, Ty] B — [ær m], 
[rx, Arxlont LAr,, Ar] Bry= — [2 —, Ar], 
95,1 Urt oT 3- BrATr, 
Tyií—4*4—5, k=0, 1,2, --, 


(12) 


-—11--— 


这 样 确定 (4 的 方法 , 称 为 二 步 斜 量 法 。 注意 (12) 中 方程 的 
右 端 是 — (ru, T. (Th 479， 因此 是 可 以 计算 的 已 知 量 . 
记 Bs=min max irae BN], 


&,B MEA 


跟 定 理工 .2 的 证 明 办 法 一 样 ， 可 以 证 明 二 步 斜 量 法 有 收敛 速 
度 的 估计 


|e 人 < 各 tja - 8]. 
按照 二 步 斜 量 法 的 思路 , 对 于 取 定 的 wo 构造 f0.470、…， 
Aro, 然后 在 1 维 超 平 面 
29 - o (Pm, a Arot = +aV AT n 
上 (这 里 a? af. «e aD 是 任意 实数 ) 找 一 个 点 wz 
or -+a Ar, 
使 得 
F(x) &A, (£o ta Tot --- Ha PATO) 
对 所 有 实数 a” a”, ee a sr. 
由 定理 1.1 知道 这 样 的 a aP, e a8? 由 下 列 方程 组 
确定 
[tota Tota Am t -- Fo Aro — 2, Yo] =0, 
[wot oP rota® Ary4- aP A! ro— €, Ar] =0, 


[xota P To A- 0$? AT 4- :+a An, — £, AT] =0, 
当 To, Afo, =, Aro 线性 无 关 时 ， 上 面 的 方程 组 唯一 
确定 一 组 a, aP, «0091 当 To, Aro, s, An ro 线性 相关 
HJ, aP, od. e od? 不 叭 一 , 但 每 组 解 都 对 应 an — d, 
由 此 得 到 4 步 斜 量 法 的 计算 程式 
”给 定 Xo, 计算 Yo 一 4Wo 一 0，47o +, A7 ifo, 求解 o£, 
— 12 一 


oj, e, ot. 
rr, ralat [Ars Fx] ott A T, Plop 
一 一 [oz 一 侈 Tr], 
[Tz Arz]oj? + LAT, Arga 4- t [A7 ry, Arap 
一 一 lær- 4, Ar], 


j ooo eos ooo :ees (13) 
ri Ar] o£? 4- [Av ky Al Wr] ac 人 十 E 


* LA Ph, Ar] og? 一 一 Fo 一 £, Ati] 5 
304,177 Wp o Tro Ar o Ars, 
Ty 37 AED, k=0, 1, 2, “ 


B= min max | 十 ac 十 ac 十。… 十 CO ， 


AD, a9, AD A AA. 


同样 对 0 步 斜 量 法 有 收敛 速度 的 估计 


|2;—&| «HEi|zo—4|, 


la - |  - Et asl. (4) 
1E81 已 经 知道 
_ 一 
Ei min max [1+ a | Aa tàr? 


YFL 瑟 究 竟 是 怎样 一 个 量 ? 这 是 一 个 需要 进一步 回答 
的 问题 ， 召 , 是 从 型 如 ToacX 二 oo2 十 … 十 oo 的 多 项 式 
全 体 中 考虑 极 大 极 小 得 到 的 量 ， 也 即 是 从 所 有 ?次 多 项 式 
« 0) rh, WE e, (0) =1 的 那些 1 次 多 项 式 中 考虑 极 大 极 小 得 
下 面 先 介 绍 一 下 兆 贝 谢 夫 (I. JI, Temm) EHA. 
T, (a) = (w+ N/a? —1)! tevi) 


是 一 个 首 项 系数 为 2 的 了 次 多 项 式 ， 称 为 KRNERE 
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XX. 如 果 把 自 变量 o 的 范围 限制 在 [一 土 十 上， 那么 可 以 
作 变 换 * 一 co8 8C [0 21, 0 与 2 之 间 建 立 起 一 一 对 应 , 
T (cos 9) — (cos 0+ ^/cos? 8 —1 y 十 (cos 0 一 A/ cos? 0—1 y 
2 


e (onis A) t (osf sei) - cosi, 
因此 当 zE[ 一 1 Rt, 
T, (e) —cosl arc cosg, 


从 而 也 有 IT (a) | «1. 
B ay cos ËE €[-1, 11,78 


T, (ay) = cos} are cos ka 一 Cos kr = ( —1)*, 


i 

XP o0, 1,2, -e l ep m o m EIH ACRES 
列 在 区 间 [一 1 1] 上 不 同 的 点 , "HT HL Te) 取 正 工 或 
负 l, 而 1 是 Ti(w) e L—1, 二 上 的 最 大 值 , 这 样 的 一 组 点 称 
为 正 负 交替 偏差 点 。 有 1-I 个 正 负 交 替 偏 郑 点 是 了 次 契 由 
谢 夫 多 项 式 的 一 个 重要 性 质 . 

今 考虑 如 下 D 次 多 项 式 

Matin I) 

P) = -T(,3 AnA x) y«(- t) 
显然 有 PI) — 1, ZEH M A C Da, Anli, 

24 Lm 
Àa— Ài 和 一 
因此 当 XE Da, Anl 时 

IPA m(- 3232) 
将 [一 1] ER az 与 [hy Aleh BY m RIO T, HO 


-— 14 -一 


g= 


€[-1, 1], 


2 24 F Àn 
An — Aa Aa C 


M An UM cos TY A An~ AM 


d Pin) = (—1» n ( te Xx) xctl] m (5-70, 1, - 
D 3& PQ) 3E Da, MHR AME fOEEE IR E AE. 
定理 1.8 E- max [PN |=1 /Ti( Nt 


证 明 由 及 的 定义 可 知 . 
Ex max | Q9], 


如 果 EZ max PO) |, 那么 必 有 一 个 1 次 多 项 式 QUO), 


H Q(0) —1, 使 得 
max QM] < max [PA], (15) 


Cr = 


于 是 PA) -Q0) Æ m(=0, 1, …… D 的 符号 与 (~ 了 D*/ 
T, (— E yit, Jii P,0) -Q02 f Ds, ATP EAS 
1 AER EE 0 不 在 区 间 [xu ?o] 中 ,而 
Pi(0) -Q() -1.—1-0, 
因此 0 也 是 P0) 一 Q( 的 一 个 零点 ， 这 样 P0) 002 至 
少 有 ?7 十 工 个 零点 ,因为 这 是 一 个 了 次 多 项 式 , 故 必须 
P, e» -QQO) =0, 

此 与 人 18 矛盾 , 故 知 

E=, MAX POJ, 


但 mex e RA 21/ ZL 人- xc. 
而 对 于 契 贝 谢 夫 多 项 式 有 


—15-— 


ne orn (ate), 


TE) 的 定义 
B= M uM) 


入 十) JG) (ty i) 
27 Get 


UR) 
Àn TM (s l 
(e TN A An (E) i 1] 
uL 2 Maa 
“i=in o EVE. Ae AM! 
Mn 一 人 和 
与 $1 的 结果 相符 . . 
定理 1.3 没 有 说 明 在 +o 和 十 … 十 oD 型 的 多 项 式 中 ， 
是 否 只 有 一 个 BIO), 使 得 
max |1-d-aO-4- a3? 4- --- E (X | — Ei, 
A1& A Aa 
这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 . 


定理 1.4 如 果 ? XESGQO), Q(0—1, 满足 如 下 
条 件 


max | | - Es, 
M Q0) 9 P0). 
证 明 ”由 定理 .3 知 P-Q) 在 加 上 或 者 同 号 于 
CD /m(-J2*5.), REAO XP noL, 2, s 
1—1)46 n. € Qu, Aa), BUG SZE HEUS RII va 如果 


Pi(n) ~Q Cr) =0, 
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必 有 Pi) —Q'Gi) 一 0， 这 是 因为 mx 是 PA 的 极 大 (小 ) 
值 , 也 是 Q@(%) 的 极 大 (小 ) 值 ， 这 时 , m 是 PO) -RAHE 
TR, 由 此 可 知 P,Q) 一 (在 Da, hs] 中 至 少 有 7 个 零点 . MS 
外 再 由 P, —Q(0 =0 知 0 也 是 一 个 零点 ， 从 而 可 知 
PO) Q0) 至 少 有 ? 工 个 零点 , 故 

QQ)zmP,Q). WEE. 

现在 来 比较 斜 量 法 与 多 步 斜 量 法 的 收敛 速度 ， 在 计算 
中 ,主要 的 计算 量 是 化 在 矩阵 与 向 量 的 乘法 上 ,我 们 以 矩阵 与 
向 量 乘法 一 次 作为 一 个 单位 . 

对 斜 量 法 来 说 从 we 求 w 要 计算 二 次 矩阵 和 向 量 的 乘法 ， 
即 o— Ac, — b, Aro, 但 对 以 后 从 ww R Gua, 每 步 只 要 计算 
一 次 和 矩阵 和 向 量 的 乘法 Arr, 

对 于 二 步 斜 量 法 来 说 ， 从 wok ox. 要 计算 三 次 矩阵 和 向 
量 的 乘法 ,Yo= 4wo 一 D、47o、 A?ro, 但 对 以 后 从 wz R Ery 
2p RE KEREM EE BRE Are Pn 

An CUPS Hi -PARE WAPAA wR t, 
一 般 地 从 wz R wur D 步 斜 量 法 需要 计 i 次 矩阵 和 向 量 的 
乘法 。 因此 P 步 余 量 迭 代 一 次 ,计算 量 相当 于 和 斜 量 法 迭代 

LX. BUR E, 与 Ei 究竟 那个 小 , 才能 知道 那个 
收敛 建 度 快 . 同样 各 种 多 步 斜 量 法 之 间 也 要 作 比 较 ，? 步 斜 
量 法 与 # 步 斜 量 法 究竟 那个 快 ,就 要 比较 (BD 与 (Bk) 3g 
亮 那个 小 .下 面 定理 回答 了 这 个 问题 . 

定理 1.5 d 7.(G)-- 949 I 十 人 一 VC 1) vec Doy ~ V-D 


是 s 次 契 贝 谢 夫 多 项 式 、 若 cc> 了 二 kl, Wü 
CT, (o) (T (o) ) ^. 
证 明 4 a-o-44o!-i, B=o 一 Vo*” 一 1, 于 是 
一 17 一 


08—8/a—1, 
WT.) ca IEE, qr (o) a (350), RAFE 
WH (7, (0)) E s 的 单调 上 升 函数 ， 为 此 只 要 证 明 
f 9 -( X ) 
是 s 的 单调 上 升 函数 . 
实际 上 -1 
£e-re Xm i 
B u 1-0: 1 2 a 
-ro[- m4. 1.2 igmel 
14-65 Gs In 0 
=/ of-; Fh got Fs) 
(12-05 1 2 — (1-0 In (14-0?) + 15. 05 
CGU $üePF) o 7 
为 了 判明 OBFZ, 我 们 只 要 研究 上 述 等 式 右边 的 分 子 符 
号 ,如 果 记 ?一 多 于 是 知 ?6E [0, 1), 上 述 分 子 为 
g) = (L7) 1n2— (14-9) In (14-7) 4-01 
g (n) —1n2—1In(1-3) —1+Inn+1 


= i 、 


-0 
再 由 gC0) In2, gC) «0, 利用 微分 学 中 值 定理 就 知 9(D) > 
0 当 yE [0, 芒 ， 再 利用 (90, (14-6) >0 得 到 
Js) >>0, EE. 
推论 xbeL Qn), 


、 入 1 十 入 
g = 9 
证 明 o 元 Ab 


而 E,—1/T.(o), PAEH 1.5 即 可 证 明 推 论 . - 
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从 定理 1.5 知道 ,多 步 斜 量 法 比 斜 量 法 要 快 ,而 且 步 数 越 
高 越 快 ,但 是 步 数 越 高 (13) 中 的 方程 组 阶 数 也 越 高 ,需要 更 多 
的 存 贮 单元 , 需要 更 多 的 计算 量 求解 也 越 麻烦 ,下 节 介 绍 的 共 
HEE, 避免 了 解 (13) 中 的 那样 方程 组 . 


$3 Jt E $1 EE UE 


给 定向 量 Xo, To— Amo — b, 可 以 得 到 序列 
To Aro e A TS, 0n, 
假定 这 组 向 量 是 线性 无 关 的 ， 记 子 空间 m= (ro Afro, …， 
Aro), 将 这 组 向 量 按 内 积 [w, YEKE, 这 样 的 正 交 化 也 称 
为 4- 正 交 化 ,于 是 得 到 一 组 4- 正 交 化 的 序列 
Qo, Q1, “~ l 
假定 正 交 化 过 程 是 如 下 那样 次 序 进行 的 : 
Qo—To, qi1— Aro1- 0$ Qo, 
Q.— A’ to Pto Pg, 
一 般 
qi= Arot 0$ qo - oí qud oq, 
易 知 9i=0 的 充 要 条 件 是 To, Aro, cc. Aro 线性 相关 .由 
4- 正 交 化 的 要 求 , 有 
gj? — — {hiro, Qi/ {gs;, Q 
=— (Ag;, Aro) / (Aq;, qj), 
再 由 [Qs q;1—0, 14805 o6 qot e Hoi- 是 49o 在 
于 空间 e quc 0 上 的 最 佳 通 近 。 
从 正 交 化 的 过 程 可 知 
(go, Qi, 7, Qi mro, Aro, +, A'T} =m, 
对 于 向 量 w- ETA mw 上 找 一 个 向 量 y, 使 得 


一 49 -- 


(16) 


[wo 一 完 十 YY， Wo 一 完 十 由 达到 极 小 ， 利 用 定理 .1 知道 ,这 样 
的 9 必须 且 只 须 满 足 方程 
[wo 一 秒 二 2，g] =0, i=0 
车 记 y=% at, 
由 (17) 和 go, Q1, …, q; 的 正 交 性 ,得 到 
a= — [29—£, gi]/[g;, gi] = 一 (ro, Q)/ Ag, q). 
因为 [Xo— € --y, xo—£-4- y] = Fi(xo4- 9), 
故 知 这 样 得 到 的 y 使 得 woy 即 为 +1 步 斜 量 法 中 得 到 的 
Vi, 从 而 有 


` i 
E— Xo — ug <E- æo]. 


KAI 可 以 是 任意 非 负 整数 ， 注 意 到 os 的 计算 公式 不 随 
l 变化 而 变化 , 因此 我 们 可 以 得 到 如 下 的 计算 程式 
&— Vot aofo, 
— — (ro, go) / (Ago, Qo), 

993 = ot odo tag = 4471-011, 

oa 一 一 (ro Q1)/ (403, t), 
Ts= X, d- 099 - 0511-095 = Wt ale, 

a= — (ro, Q2) / (Aqa, Q2), 


ee 


1, 2, =, 7) 


j 


9,— X 1-08 Q1, 
0 4— — (fo, Qr-1)/ (AQ, dv). 
这 一 计算 (e) OTA, MERNE, ABAT ro. 
ATo, ^, Aro 的 4- 正 交 化 组 Qo, Qi, 7. Qu 而 两 个 向 量 A 
IESE XC BON JEU, BEDLEION IUBE EHE IS. 并且 得 到 估计 式 ; 


[2 £i 3 zip]. 
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由 正 交 化 的 过 程 中 和 计算 wi 的 过 程 中 可 以 看 到 如 果 
qx-1 一 0, 那么 计算 就 要 中 斯, 但 是 恰巧 在 这 时 ,wx := 多 意味 
荐 计算 已 经 完成 。 下 面 来 证 明 这 一 点 , 首先 由 qx_: 一 0, 知道 
To, Afo, cc, A* ro 是 线性 相关 的 ， 因 此 vot 落 在 空间 
Íro, Aro, =, AF 270} 中 ,也 即 wo 一 倪 落 在 空间 {qo, Q, 5, 
qx_2} 中 ,实际 上 从 To, 47o、…、4 Iro 线性 相关 , AFER 


数 w 使 S wh17o 一 0, 等 式 两 边 作用 A”, 即 得 
S oat (ay — €) =0, 
如 果 coo 9*0, 就 知 — 2 可 用 ro, Aro, =, AP ro 来 表示 .如 


果 wo=0, wi 关 0， 可 以 再 作用 AT, RI wo 一 多 可 用 To, 
Aro, A" rg 线性 组 合 表示 . 以 此 类 推 , 可知 这 一 结论 成 


立 。 这 样 就 知 
4 = Xot Logot Bii By s Qs, 
但 ji 一 和 oo 十 aoGo 十 oilG1 十 … 十 az 915, 


而 且 0<| w+ S Q;Q,—ÀX, Xot S augi | 
«| Wo 十 3 Big; —&, do 3 B4.—&| 一 0， 

WUN wx- 一 wo 十 $ ui 一 Wo S pa-t. 

这 里 还 要 指出 一 点 : 从 (16) 那样 的 方法 获得 4- 正 交 化 
组 ,无论 从 计算 量 角度 还 是 从 存 贮 量 角度 来 说 都 是 花费 太 大 ， 
因为 在 计算 qu it, 要 用 到 qo、qi、…、Q4-1， 后 面 这 4 个 向 量 都 
要 存 放 在 快速 存 贮 器 中 , 而且 不 能 指望 这 些 向 量 是 稀疏 的 , 因 
HEA nx à 个 存 贮 单元 ， 当 “ 较 大 时 ,例如 4 一 本 ,那么 就 需 
喜人 ”个 存 迪 单元 , 这 在 实际 计算 中 是 太 大 的 花费 ， 另 外 因为 


用 到 qo, Q1, e Qs 相应 的 要 计算 097. oi. e. oft, 
也 要 付出 相应 的 计算 量 . 
因此 要 设法 , 在 计算 gy 时 只 用 到 少数 几 个 向 量 ， 为 此 利 
用 (do, Qi, s Qi- Aai} = (ro, Ars, c, Lm), TÆT 
以 将 表示 成 
q= Aqa tAE Pgot MD g++ Mg 
TUB Le, q;] 一 0, j 一 0、t、.2、…',i 一 1 知道 
APP = — [Aq q;1/ I9, g] 
一 一 [9- 49;1/1q;, gil, 
f Aq, = gt- > Mog 


i 


MM? = -| a, Qi X MPA: ]/te. q;, 
可 知 当 j 十 1 过 一 14 或 <i~2 时 
N=0, 
由 此 Q= Agia HAED Aia Marg a, 
并 且 AEP = — [Agia d31/ [9:1 qs, 
AEP = — [gq qal Is, dis], 
这 样 每 次 计算 qi 只 要 用 到 qiu, gea 两 个 向 量 ， 节 约 了 存 贮 
量 和 计算 量 . 
新 的 计算 程式 如 下 ; 
取 一 个 初始 向 量 wo, 计算 ?0 一 4Awo 一 b, Rt qo — ro, 
" — (ry, q)/ (Aq, Qr)» 


Tui Xy ous, Tui Tur ovy, 

Qiii Aar + Mg +AA- 

MP —(Aq, Agr) / (Agr, d), 

MP. — (Agr, q:)/ (40,1, d&-, 431-0, 
LE 0. 1,2. oe 


1 (18) 
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RREPERI {wx}， 有 一 个 重要 的 关系 式 
(rx, T) -0, j=0, 1 … k—1, (19) 
实际 上 
(fi, To) = (fod- o9 ÀQo, To) = (To, To) + oo (AQo, To) 
= (To, To) — (ro, To) 一 0. 


由 ox, 的 定义 知 
[z,—4£, Qs =0, 了 一 0， 1, US. k—1, 
Bp (Tx, gi) —0, j=0, 1, US k—1, 


只 要 证 明 C (Qo, Q1, --, Qi, (19) 式 就 得 到 证 明了 .实际 
上 
To= Qo, 

假设 rE (Qo, Qi, +, Q) 对 于 71=0, 1,7, 4 1 都 成 立 , 来 证 
Bj r,C (Qo, Qv, --, Qqy}。 因 为 

T,—T, 0 4ÀQA 

=P ataa (09,7259, 3—M 9,3), 

因此 rE (Qo, Qi, …，9 让 ,从 而 证 明了 (19). 

如 果 ?1 一 0, 那么 wy 一 完 ; 因为 n 维 空间 最 多 有 mn 个 非 零 
彼此 正 交 向 量 , 因此 总 有 一 个 j<% 使 1) 一 0、 这 也 就 是 说 共 
轿 斜 量 法 ,在 理论 上 是 有 限 步 就 可 以 结束 的 . 

如 果 To Ti, n 全 不 为 零 , 则 可 以 证 明 

iro, Ti, 5, T] —10, Qi, -, Qs} 
— (ro, Ar, +, Ars), 
从 而 fo, Pa, ee, ru E ro, Aro, +, ATO BO EHE AE SE, 前 
面 已 经 证 明了 mcE{Co Qi, -5, Q}, 2—0, 1, 2, =, j, 现在 
只 要 证 明 gE (ro, Ti, e, Ti}, 670,1, 2, =, j, 那么 就 有 
iro, Ti, *5, Tj = ido, Q5, 75, Q5. 
实际 上 从 
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FF to (QUAE Pa AEP), bst, s, d, 
ABB o, 1750, $—i1, e, j 否则 
Fi;=— Tf. 

BG rid) 一 0 得 (ra T) 一 0， 5iro rc nr RENERT 
IB. 由 oi 天 0， 从 而 可 知 g E Pi Tous suo To 线性 组 合 
来 表示 , B QE (ro, ri, o, Ti}, $—0, 1, 2,…, j, 

现在 我 们 可 以 利用 r 的 正 交 性 ， 来 进一步 减少 4- 正 交 
化 过 程 的 计算 量 和 存 贮 量 。 在 (18) 的 计算 过 程 中 , 在 计算 得 
3] Tí o Æ T0 利用 下 式 计算 Qua 

Quai Tei Fol et eX? q; 4 --- of? qs, 
由 [gzst g] =0, j=0, 1, +, E, RH 
o 史 一 一 [rd 0/0, qj], 


[ra Q] = (rus, Aq) = (ri. fult ) 


因此 当 j=0, 1,…, ki Rt, 0j? —0, 3x E 
Qui Ty id oq, 
qo, Q1,*, kti I] EP, 只 有 qu 在 计算 qui 时 要 用 到 ， 
又 减少 了 一 个 向 量 . 此 时 
wp = — [Fry qx] / Es, qx 
=— (Frai, Tyai) /os[05, Qr], 
ay — (ry, ()/ (Alr, qv) 
— (ru, Ty. OVI Q3) / (Adv, Q) 
= — (ru, T) /CAQs, qd, 
于 是 eX? = (rua, Ty) / (Th, T). 
将 o? 记 为 hx, 我们 得 到 另外 一 个 计算 程式 ， 
取 一 个 初始 向 量 wo 计算 To — A29 — b, 取 o — fro, 
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ay — (ry, T;)/ (As, Q9), 
Bryr =r t Arik, Ty a Tu nA qx, 
Qui Ty at ^M, (20) 
Ay (ra, Ta) / (Tr, T9), 
k=0, 1, 2, =, 
(20) 3 AU JE DL £3 09 JE E FE E E BRE ERR. 

我 们 介绍 了 三 种 求 AEZKERAREN (10) , (08) 
和 (20), 各 种 方法 所 求 的 qx, 长 度 |qx| 可 能 会 有 差别 , 但 它们 
之 间 最 多 差 一 个 常数 因子 .从 计算 量 和 存 贮 量 节省 来 说 (20) 
是 最 好 了 。 使 用 (20) 式 计算 ww 需要 用 到 Le, Te, Qe Alr, 
一 般 它们 都 要 存放 在 快速 存 贮 器 中 , 这 样 要 占用 4n 个 存 贮 单 
元 , 这 一 点 比 起 其 他 求 方程 组 的 解 的 迭代 法 来 说 是 比较 费 的 . 
如 果 在 每 一 步 迭 代 中 ,多 计算 一 次 4Aqw， 就 可 以 不 存放 Ag， 
即 在 计算 

ay — (ry, Ty) / (Adr, dx) 
中 ,计算 一 次 Aqu 作 内 积 C4qx，Qx) 后 , 不 保留 Aqu, 在 计算 
Ty i Trt op AQ 
Bj, 再 计算 一 次 Aqu, 计算 完 ri 后 , 也 不 保留 Aq, 这 是 一 种 
增加 计算 量 换 得 减少 存 贮 量 的 措施 . 

共 轿 斜 量 法 不 但 可 用 来 求解 系数 矩阵 为 对 称 正定 时 的 方 
程 组 ,而且 还 可 以 用 来 求解 系数 矩阵 为 对 称 非 负 定 时 的 方程 
组 ,也 即 系 数 和 矩阵 4 除了 有 正 的 特征 值 外 , 还 有 零 特征 值 时 ， 
即行 列 式 det(4) =0 时 , 也 可 使 用 共 斩 斜 量 法 . 考虑 方程 组 

Az —b (1) 
的 系数 矩阵 4 的 特征 值 ia， o, tn, An 中 有 M, Aa, tn M 是 
零 而 4,170, A, 对 应 的 特征 向 量 为 %。 于 是 (了 要 有 解 的 充 
要 条 件 是 
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(b, y)-0, i-1,2, 7 
记 集 合 
Ho={æ]| (æ, y) 一 0 $—1, 2 对， 
显然 互 o 是 一 个 线性 子 空间 ， 并 且 5E 互 o。 Ho LIR 
数 (Am, y), x, y€ Ho, RARE (Ax, y) Tk Ho Lii PN 
积 的 所 有 条 件 , 因此 可 以 看 作 空间 Ho 上 的 内 积 . 
因为 (了 D 的 解 非 唯 一 , 可 以 差 一 个 零 特征 向 量 的 线性 组 合 


8a. 因此 对 于 任意 取 定 的 初始 向量 zw 有 一 个 解 务 使 
得 go— ZEH, H 然 有 ro= AXxo— bE Ho,, Aro € Ho, te 
Ar C Ho, 将 在 Ho EHAR CA, 8) 也 记 为 [w, y], 同样 可 
DL IB ZEE EE, Sl 

| e 5 BiA To — d, wo 十 S 84 rs & | 
达到 极 小 ， 同样 可 以 将 To, Afo, m" Arro 4- 正 交 化 ， 就 得 到 
共 忽 斜 量 法 ,计算 程式 与 30) 一 祥 , 并 且 有 收敛 速度 的 佑 计 


i-a] «f n Fn, 
ee [GERT 


d£ [5] Pr 28 TERREA R P 
非 负 定时 的 方程 组 的 一 个 例子 . 

34 BOR PEXLBIOI GE EST D, 即 4 有 正 的 特征 值 ,也 有 负 
的 特征 值 时 , 一般 不 能 再 用 (20) 求解 了 .对 于 这 样 的 方程 组 ， 
用 什么 办 法 求解 , 也 是 目前 大 家 较 关 心 的 问题 , 在 第 2 章 $5 
将 介绍 一 种 Lanczos 算法 。 当然 在 那 种 情况 的 各 种 算法 的 理 
论 ,也 没有 象 对 称 正定 时 共 轿 斜 量 法 那样 完全 , 因此 也 是 进 一 
步 需 要 研究 的 问题 。. 
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$4 DEEA DEMRE 


E—TWAMBHJURHRIR, SRE RETEA AEE 
较 起 来 , 有 下 列 几 个 很 重要 的 优点 ; 

l. 每 步 迭 代 需 要 计算 的 量 , 用 到 系数 矩阵 4 的 . FUR A 
与 向 量 的 乘法 Aq, 因此 可 以 充分 利用 4 的 稀 臣 性 ， 

2. 不 要 预先 估计 别 的 参数 就 可 以 计算 , 这 一 点 不 象 契 贝 
谢 夫 半 失 代 法 、 超 松弛 法 等 方法 . 

3. 每 次 欠 代 所 需要 计算 , 都 是 向 量 之 间 的 运算 ， 可 充分 
为 第 四 代 计 算 机 (向 量 运算 计算 机 ) 所 利用 . 

但 是 实际 计算 中 , EARNER, 也 会 碰 到 问题 , 主要 
是 收敛 慢 的 问题 ,一 方面 是 舍 入 误差 的 影响 , 更 主要 的 是 系数 


矩阵 4 的 条 件数 大 大 ,在 $1 中 我 们 已 经 讲 过 条 件数 p 一 如， 
1 1 


l4 
Ac porc Logo WOUEBHDENN OR OEUHBK 


An~  p-—i 
p 
a 1+ 工 \ 
in Get" "rn 
p 
ECTOO 的 速度 ， 根 据 契 贝 谢 夫 多 项 式 的 定义 ,可知 
"EE 


ei exp(Qbu/ e), M b 8 1, e0, 


赖 于 
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当 p 很 大 时 , 1/p, A/T7p 都 很 小 , 因此 exp( 一 26MI/D) 收 敛 
于 0 很 慢 . 
很 早 以 前 就 有 人 提出 ,对 于 方程 组 


Ax —b (1) 
作 等 价 变换 , 变 成 

Bx=f, (21) 
或 者 变 成 

By-g, . (22) 


HE a SEPA, y 获得 , 而 B 仍然 保持 对 称 正定 , 并 且 B 
的 条 件数 p(B) 要 比 4 的 条 件数 p(4) 小 ， 这 样 解 方 程 (21) 
或 (22) 要 比 解 方程 (1) 有 利 . MAER HMR EA TOD, 
(22) 收敛 速度 也 会 比 对 于 (了 DD 的 要 快 . 这 就 是 预 处 理 
(Precondition) 的 思想 . 但 是 很 多 预 处 理 ， 尽 管 条 件数 改善 
了 ， 但 万 不 象 4 那样 具有 稀疏 性 ， 并 且 增 加 很 多 预 处 理 的 计 
算 量 , 这 可 参见 [6]. 

1977 年 J. A. Meijerink 和 A. Van der Vorst [7] 提出 
一 种 称 为 不 完全 分 解 (Incomplete decomposition) 的 办 法 , 将 
A 分解 成 

A-—LI--R, 
这 里 工 是 下 三 角 阵 ; 一 方面 使 LL 尽 可 能 接近 4, 另 一 方面 
使 卫 保 持 跟 4 一样 的 稀 琉 性 , 或 者 具有 其 他 形状 的 稀疏 性 . 

完全 分 解 是 对 符 阵 4 进行 三 角 分 解 4 一 了 7 ， 不 完全 分 
FENER 4 一 BR 进行 三 角 分 解 LY. 对 于 不 完全 分 解 ,因为 
有 和 矩阵 B, 可 以 变化 ,因此 工 中 那些 元 素 为 0, 可 以 预先 规定 ， 
不 过 这 种 规定 也 不 能 完全 任意 ， 还 须 考虑 到 LL 接近 4, 但 
是 这 是 不 易 检 验 的 ， 因 此 实际 计算 时 ， 就 考虑 使 及 有 较 多 零 
元 素 . 
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为 了 明白 具体 做 法 , 举 4x 4 对 称 正定 矩阵 4 的 不 完全 
分 解 为 例 ，4= (aj), R= (Ir), BRAR LU, 其 中 工 的 


形状 如 下 : 
5 () 
la laz 
L- , 
0 la lss 


0 0 1a lh 
即 js: 一 pa 一 zs 一 0 比较 
LI!-(A—HR), 

有 santa, 因为 4 正定 , 故 a0, PRU REC n 0, 于 
E lisan, HA lulas (Cari), WAR ris —0, la 
a/l. 由 hlas (cat 一 9at)， 因 为 4 一 0, 因此 必须 取 ra= 
s 同样 由 ja 一 0 从 hlas (aa ra) ME Tamaa. Aah 

D, H122 = aaa — 25, 

[55 = 423 — ly — Taa, 
如 果 23 — 02177 0, 那么 可 取 ”as 一 0 在 完全 分 解 时 , 24 4 对 称 
正定 必 有 Qes 一 如 >>0， 对 于 不 完全 分 解 ， 就 不 一 定 能 保证 
daa — 13770, 如 果 ass — 12,0, 取 一 个 绝对 值 小 的 负数 ra 使 
Goa — 153 — 13377 0, 这 样 

las = N/ ass li — ros , 

由 lalart laalaa = (@sa— Ta), Af E 152 — 0, lsa = qaa/1aa， 由 
lalai tlala = 43 — Tas, 要 1 一 0， 必 须 as duo, H litli t 
133 一 083 一 ?33， 3 二 was 一 名 一 ss， 同样 如 果 a3 — 03277 0, 那么 
ras 一 0， 否 则 取 rss 为 一 个 使 dias — Uis — 23770 的 负数 ， 于 是 
lys — Vass — ls — Tas. ， 出 Vazlst 十 Uaol42 + laslas = aga 一 Tas, Ht 
T43 — O, las = daa lao; 最 后 由 

D, = a44— Vis — Tia 


决定 74 和 laa — au 一 一 一 ra ， 按 此 得 到 的 
0 0 gar G4 
R- 0 ra 0 due ， 
Q31 0 T33 0 


Gà Ws O Ta 


如 果 4 中 的 元 素 Gan Gan, aa 有 的 是 0， 那么 情 中 就 会 有 更 
多 的 零 . 由 此 可 以 设想 , 4 BP, BR 会 有 很 多 零 , 对 于 对 角 
元 素 Tan, Tao, Tau, 一 般 不 能 保证 为 0, 但 是 文献 [] 中 证 明 , 当 
A 是 对 称 正定 的 对- 阵 时 , 即 

a4xO0 (1j), a4 0, 4 元 素 全 为 正 时 , 不 管 荆 的 形状 
如 何 , 所 有 ”一 0. 

对 于 4 不 是 用 - 阵 时 ,不 能 保证 所 有 7«—0, 例如 

3 —2 0 2 


2 0 —2 3 
要 求 卫 与 4 有 相同 的 稀 划 性 , BD 3: — 149 — 0, 此 时 


V3 0 
L- —2/ V3 . 45/8 

0 —-9/8/4/8 J^ 3/4/5. ? 

2/3 0 —29/b5/43 a 
0 0 0 0 
0 0 0 4/3 

R= 
0 0 0 0 
0 4/3 0 — (465 
一 80 一 


A 


所 谓 不 完全 分 解 预 处 理 共 生 斜 量 法 ， 即 是 先 作 4 的 某 种 
不 完全 分 解 


A-—LI!--R, 
再 将 方程 组 Ag =b 
化 成 LALI æ= Lb, 
然后 对 方程 组 
IT-147-78 = 五 - 声 (23) 


ERIM E, RKI Yr, 再 由 D'e—yucRÍSR v, AA AR 
HEE, HA 五.47 ”也 是 对 称 正定 ， 因 此 对 (23) UB 3C 
斜 量 法 , 是 可 行 的 . 
具体 计算 的 程式 如 下 ; 
先 对 方程 组 td) 的 4 进行 不 完全 分 解 ,得 工 , 
取 xo, $$ o — Azo — b, 求 po= (LIP) "ro, 
o 77 — (LIP) "my, Tr) / (Apr, Pr), 
9,190, T opu, 
Ty 1 Ty op APr, 
Ay (LLP "mua, Teg) / (L7) ry, Tr), 
Dii (LLP) "raa s, 
k=0, 1, 2, =, 
VI EUER SE AMRE BLIEEEJESUSHÉETE BO TERCRUS, 这 个 方 
法 简 记 为 IOOG ik. 
程式 中 出 现 (LL) re 表示 要 解 一 个 方程 组 
(LI)Yy=ry, 
但 因为 了 是 下 三 角 阵 ， 又 是 稀世 的 ， 因 此 计算 量 和 存 贮 量 都 
TARK. 
有 很 多 实际 计算 的 报告 ,指出 这 一 方法 非常 成 功 , 可 参见 
1]. [8], 例如 [中 指出 对 于 一 个 激光 聚变 (Laser fusion) Jy 
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E: 
2 -vINf-eeQf- f, 


XH D. r f* Jg nAE AED. LR AREE 
n-Vf-0 和 f=0 

两 部 分 的 混合 . 

用 差分 方法 解 此 方程 ,用 隐 式 5 点 差分 格式 , 共 取 555 个 
节点 , 化 成 一 个 线性 方程 组 

Ag — b, 

系数 矩阵 4 M AIC p=2 x 1010. 

如 果 记 2 为 正确 解 , 要 求 计算 到 

e—|£—2|/]|&] —-10"*, 

用 下 列 五 种 方法 进行 计算 , 所 要 求 的 迭代 次 数 比 较 如 下 : 

1. IO0G 方法 

A-— LI 4 B, 

其 中 工 的 稀疏 性 跟 4 T8], 记 为 IO0G (0), $ 25 REN. 

2. 取 最 佳 松 弛 因子 的 块 超 松弛 法 , 需 765 KE. 

3. 隐 式 交替 方向 法 二 需 10200 KA. 

么 ， 隐 式 交 替 方 向 法 2 需 4750 KER. 

5. Gauss-Seidel 法 , 需 208000 次 迭代 . 
对 于 这 个 问题 ,ICCOG(0) 比 Gauss-Seidet 法 要 快 了 8000 fi. 

这 个 例子 说 明 ICOG 法 在 实用 中 有 很 局 人 的 成 绩 。 但 
是 迄今 对 这 一 方法 的 理论 分 析 , 还 没有 重要 结果 .究竟 
ICAL” 的 条 件数 比 4 的 条 件数 ,一 般 情况 下 小 多 少 ? ML 
取 怎样 的 稀 政 性 时 较 好 ? 当 4 不 是 M-BEN, Da EA cR 
Ao 这 些 问 题 都 没有 解决 .目前 有 很 多 学 者 , 正在 研究 1COG 
方法 . 


第 Di 
对 称 三 对 角 矩 阵 


对 称 三 对 角 和 矩阵 , 是 一 种 运算 , 存放 都 比较 简单 的 矩阵 . 
一 个 对 称 抢 阵 可 以 通过 有 限 步 计算 ， 正 交 相 似 变换 成 一 个 对 
称 三 对 角 和 矩阵 , 因此 很 多 求 对 称 和 矩阵 特 征 值 的 方法 , 第 一 步 先 
把 矩阵 化 成 对 称 三 对 角 阵 , 然后 再 来 求 三 对 角 阵 的 特征 值 , 有 
些 求解 系数 矩阵 对 称 的 线性 代数 方程 组 的 方法 ， 也 是 先 把 系 
数 和 矩阵 , 归 化 成 对 称 三 对 角 阵 , 然后 再 来 解 系数 矩阵 为 对 称 三 
对 角 阵 的 方程 组 ， 因 此 在 矩阵 计算 中 ,对 称 三 对 角 和 矩阵 ,已 成 
为 一 种 有 用 的 工具 .在 这 一 章 介 绍 对 称 三 对 角 和 矩阵 的 性 质 ， 
一 方面 为 了 后 面 两 章 的 应 用 ， 另 外 方面 也 有 它 本 身 的 独立 意 
X. 另外 还 介绍 了 解 对 称 线性 方程 组 的 Lanczos 算法 ， 


$1 Jacobi 矩阵 


称 为 三 对 角 和 矩阵 , UR. bio c 都 是 实数 ， 且 ac >0 则 称 4 
为 Jacobi 48., 
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从 它 的 形状 可 知 , 它 的 天 阶 顺 序 主子 阵 也 是 三 对 角 阵 ,证 
为 Ar, 显然 4151, 4,= A, 


设 Ax 的 特征 多 项 式 为 pA), W 
gx (X) = det (AI — Aj) 
A— b — ĉi 


—4 和 一 pa — 03 0 | 


。 Cp-i 


0 


= (A — br) Pr- A) 
A— b, —604 0 
— 04 . À— bs . — ea 


— xi ` 和 一 如 


十 Chi . *. "c 
0 — dg-3 和 一 Da Ck- 
0 øki 


= (A — br) Pr-1 (A) — Wp_1Cp—1Pk—a (A). 


令 poA) = 二 所 以 对 1 一 2 3, =, n 成 立 关系 式 
Pr A) = (A— bi) pr-1N) — a 36i-19x-3 (9). (1) 
定理 2.1 Jacobi 阵 的 特征 多 项 式 序列 
Pr CA) Paa A), 910). poA) 2 
是 任何 区 间 a, 急 内 的 Sturm 序列 ( 见 [9])。 
证 明 
1. 序列 最 后 一 个 多 项 式 为 pol%) —1, RAR. 
2. 序列 中 相 邻 两 个 多 项 式 os), 9x30) 没有 公 根 , 否 
则 由 递 推 公式 (也 知 ， 这 个 根 也 是 px_a(%) 的 根 ， 从 而 可 以 推 
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知 它 也 是 go). 的 根 ,此 与 go(%) TRTE. 

3. E Ao Æ pe-a CA) BIRR, M pr Qo) 53 pis) 反 号 ， 这 
是 因为 gu (Ao) = — 0-10 39x-3 (Ao) ,. W 01192177 0 X Pr Qo) 
与 9x-a(w) 反 号 . 

序列 (2) 具有 上 述 三 个 性 质 ， 因 此 为 任何 区 闻 [c， 人 内 
的 一 个 Sturm 序列 ， 证 毕 ， 

现在 来 分 析 序 列 (2) 的 零点 分 布 . | 

1. go(%) 一 1， 说 明 po (X) 在 整个 实数 轴 ( 一 2，oo) 上 都 
RRES., 

2. (4) -A— b, HER, BU 2$? — b. 90) 在 
Ab, Bj 7g fh, de No b. 时 为 正 . 

3. pa) — ( — 53) p A) -anpa 是 一 个 二 次 多 项 

- 式 , 首 项 系数 为 正 , 因此 在 A 3-00 时 , pA) 为 正 , 但 在 和 = 
aj? 处 paa) =- a 为 负 ， 这 说 明 wa( 有 二 个 零点 0D. 
42, 并且 
a aD cag, 

4. 一 般 地 说 , 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 如 下 性 质 : 9x30) 
有 8 一 上 个 实 单 根 2$. EO e aw), pa) 有 个 实 单 
RaP a. o o£, 并 成 立 下 列 关系 

a cad 7D caf? LD ac esa, cat 3D eat, 

实际 上 ， 假 如 这 一 性 质 对 到 成 立 ， 我 们 证 明 这 一 性 质 对 8 十 工 
也 成 立 。 

考察 pma EEPE, 29 十 8) 中 的 符号 ， 这 里 8 是 充 
分 小 的 正 数 . l 

当 是 奇数 时 ,5 一 1 是 偶数 , pr- AE, af) 
EER, AEI, 2 外) 中 是 负 的 ,一 般 可 知 a0) 
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EEP, aD) hj E C— AA (a? — e, wte) 
C GP, ad), AEH k ERK pA) 在 P-e, 
24 e) 'RIBHSES I] C717. 

34 E EMR, Qui 0) YE (7 0o, af D) 中 的 符号 为 负 ， 
dE (17, 2 外) 中 符号 为 正 , 一般 ,在 (wf ab D) RIRERE 
SA (一 了 因此 p0) 在 (a? —e, Pte) 中 的 符号 同 
(C- D*. 

OWN eua (029) BRG quoi Q0) REESE, ERIGI EJ 
ACT pra (017) TRES I8] C1) 5, 这 样 a Q0 E OP, e) 
中 至 少 有 一 个 根 , 于 是 在 QI, o) SS k-i AiR, 因为 
k EARO prr (01?) E PA prer (E) 也 是 负 的 ,而 per0) E 
偶数 次 多 项 式 , 在 A oo 处 都 是 正 的 , 因此 在 (一 00, s) 
中 至 少 有 一 个 根 , 在 (wm 外，o2) 中 也 至 少 有 一 个 根 ，pk41 AE 
£8 k-i^4dH, FEIE OP, 420 中 有 且 只 有 一 个 根 . 
WA 驹 姑 ,同样 在 (- eo, e$?) 中 有 且 只 有 一 个 根 记 为 of, 
在 (tr? ，oo) 中 有 且 只 有 一 个 根 记 为 aio. XORESPET S k 
是 奇数 时 所 述 性 质 对 十 1 也 成 立 . 

对 于 是 偶数 的 情况 类 似 的 可 以 证 明 . 我 们 有 

定理 2.2 Jacobi 矩阵 的 特征 多 项 式 序列 PALPAR 

mA) 中 任意 一 个 多 项 式 gr(%)， 有 名 个 实 单 根 P, oP, 
oO， 并 且 它 们 与 pw-1《A) 的 一 个 实 单 根 a1 D. aD. ee 
wf, 有 如 下 隔离 性 质 


VO LoD ca c aD Lo Lo, 


$2 对 称 三 对 角 和 矩阵 的 唯一 曙 化 定理 
Jim 


ou Bài 
Bi, 02 pa 0 


Cn 78 Bea 
0 [T 
的 方 阵 称 为 对 称 三 对 角 和 矩阵 ， 当 8,20 i=l, 2, =, n—1) 
时 ， 也 称 为 不 可 约 。 显然 它 是 特殊 的 Jacobi 阵 ， 因 此 关于 
Jacobi 阵 的 结论 , 它 都 具有 .如 果 有 B;= 0, 那么 矩阵 是 可 约 的 
[9, p. 230] 。 可 约 对 称 三 对 角 阵 的 方程 组 求解 问题 和 特征 值 
问题 ， 都 可 化 成 几 个 低 阶 的 不 可 约 和 矩阵 的 问题 来 讨论 .， 本章 
以 后 几 节 将 进一步 介绍 对 称 三 对 角 和 矩阵 的 重要 性 质 . 
首先 指出 ,任意 一 个 实 对 称 矩 阵 , 都 可 以 通过 正 交 相 似 变 
K, 变 成 对 称 三 对 角 和 矩阵 , 
取 4 一 (as) 是 任意 一 个 实 对 称 从 阵 , 它 可 以 通过 House- 
holder 镜像 变换 Qi 使 
4434 v 0 ... 0 
T 


QAQ -| 0 
: Aa 


0 
其 中 Qi= 工 一 2001401 一 QT ， 
wi — (0, G3 — T, Qai, Cad) /h, 
T= — (sign as) > 44, h=MV2T(T— ta), 
熟知 i 是正 交 变换 . 5 之 所 以 要 取 成 与 一 ao dde, 目的 是 
使 声 尽 可 能 大 一 些 , 有 利于 计算 的 稳定 。 如 果 记 
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Gh; 02a * An \ 
A= Qs; M3s tt Can 
则 再 通过 镜像 变换 
Qa 一 工 一 22pa103 ， 
Us 是 由 A 的 第 一 列 构成 


wz = (0, 0, azz — T, Uo, t5; 0,5) /he 


其 中 v= — (sign ao) AJ p (a), W= 2v Q5 —d). 


Q1; 7 00-0 
T ay v 0 … ] 


0 7 


0 0 , 
0 0 


QQ 仍 是 正 交 变换 。 KERE, 经 过 Qa Qa. Qua 镜像 变 
换 , 可 以 将 4 相似 变 换 成 一 个 对 称 三 对 角 和 矩阵 ， 

也 可 以 通过 平面 旋转 变换 , 将 对 称 和 矩阵 4, 正 交 相 似 变换 
成 对 称 三 对 角 和 矩阵 ， 记 


QQ1AQT QS = 


i 
1 
C 8 1 行 
i 
Di, = ^. 
1 
一 8 c kf 
1 
i 
t» EZ 
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86-1, 称 为 亿 办 平面 上 的 旋转 和 矩阵, 它 也 是 一 个 正 交 阵 ， 
B= (by) = Tuy ATH, 
称 为 将 4 通过 QL 及 平面 旋转 相似 变换 成 B， 此 时 B 的 元 素 
与 4 的 元 素 之 闻 的 关系 是 
bu= bu -- uC as, 
b,—bu- — aust Ae, d, k; 
bi — auc? --2a586 + prs, 
by, — aus? — 2a;se + ay, 
by — bm= (a — Qu) se + am (8 — 8"), 
其 余 的 5, — a, Q8 itl k, Hj#L k). 
于 是 可 知 B 仍 是 对 称 ， 跟 4 相 比 只 改变 二 行 二 列 元 素 ， 
如 果 itl b, au—a470, 那么 通过 QL 及 平面 的 旋转 后 ， 仍 有 
bu=bu=0; WE anda430, WIN 8 一 Ca/ N/a54-85, €74/ 
Mat 可 使 bix=0. 
利用 上 述 性 质 , 提 出 两 种 方案 将 一 个 实 对 称 矩 阵 , 正 交 相 
似 变换 成 一 个 对 称 三 对 角 和 矩阵 ， 
1. 当 和 插 阵 是 满 秩 抢 阵 时 ， 将 下 列 足 标的 元 素 , 依次 逐个 
化 成 零 ， 
(1, a), G, nC—1), =, (1, 5, G, 3), 
(2, n), (2, n—-1)5, =, (2, 4), (3) 
(n—2, n), 
而 在 化 足 标 如 (Gi, 力 的 元 素 为 0 BEER DE PEOB RON Ts, 
即 在 (j 一 1 力 平面 上 作 旋转 ， 如 果 当 时 的 矩阵 为 4= a), 
则 取 
s=ãy/N dyi tiy, 07705 3/ Ntg- i, 
TR 24—0, 那么 了 TD 了 ,1,y= 工 ,此 时 这 个 旋转 可 以 不 做 ， 这样 至 
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多 进行 了 LODO D 次 施 转 相似 变换 后 , 就 将 4 化 成 一 
个 对 称 三 对 角 和 矩阵 ， 即 

T, Latt T, 2,5 iT, iAP aA VIL TT =H 
是 一 个 对 称 三 对 角 和 矩阵 , 上述 表 示 式 中 , 同样 记号 T'as 会 出 
现 不 止 一 次 ,例如 2 un 出 现 w”% 一 2 次 ,但 每 次 出 现 的 Tain 
EH s, c 可 能 是 不 同 的 ,其 它 的 T 也 是 这 样 . 

这 个 过 程 比 起 镜像 变换 的 办 法 来 ,计算 量 可 能 要 大 一 倍 . 
因此 对 于 满 秩 矩阵 的 情况 ,一 般 使 用 镜像 变换 的 办 法 

2， 当 和 矩阵 是 带 形 时 .矩阵 元 素 au, 058 7 6 BERE TET 
1 一 条 超 对 角 线 (Superdiagonal) E, ai, 在 第 mn 一 1 条 超 对 角 
RE a 在 第 1 条 超 对 角 线 上 ， 所 谓 带 形 对 称 矩 阵 就 是 存在 
THRE mn, IEN bm, 38 E 条 超 对 角 线 上 的 元 素 
全 为 0， 当 然 ,有 兴趣 的 是 mn 的 情况 ， 对 于 这 样 的 mm， 称 
矩阵 为 带宽 是 2m-- 1 BÉ SEE, 

对 于 这 种 带 形 矩阵 , 通过 平面 旋转 , 逐个 把 所 有 三 对 角 线 
外 的 元 素 化 成 零 ， 化 的 次 序 是 先 对 第 rj 条 超 对 角 线 上 的 所 有 
元 素 , 将 它们 全 部 化 成 零 后 ,再 对 第 m 一 1 条 超 对 角 线 上 的 所 
有 元 素 , 最 后 对 第 2 条 超 对 角 线 上 的 元 素 。 在 化 每 条 超 对 角 
线 上 元 素 为 零 时 , 所 取 元 素 的 次 序 ， 是 按照 行 的 次 序 ; 例如 在 
化 第 长 次 对 角 级 上 元 素 时 ， 所 取 元 素 的 足 标 次 序 为 
(4, 5-1), (2, k+2), =, (n—kb, n). 

在 消去 是 标 为 (2， ) 的 元 素 时 ， 使 用 的 平面 旋转 为 Tius 
设 此 时 的 矩阵 为 4 一 (359) , 则 取 

s= ay/ Va atah, 


C= ki 1/ N/ dd, ., 4- à]; 3 
如 果 d, —0, 此 时 了 Dy 一 了 ,不必 进行 这 一 次 旋转 ， 相 似 变 换 
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后 的 矩阵 
B=T, 1,ATY ,= (ba), 

就 有 B55 一 0. 

不 过 必须 特别 指出 ， 在 消去 元 素 a4 时 , 次 序 大 于 ji 
的 超 对 角 线 上 元 素 ， 已 经 化 成 零 了 ， 即 4 中 的 元 素 dus 当 
k—17j—4 BW, ,x 一 0, 但 是 对 于 元 素 oo ME 2j—i<n, 
矩阵 中 是 有 这 个 元 素 的 ， 它 是 在 第 j 一 i 条 超 对 角 线 上 的 ， 因 
ACE RITE IUS 7 二 纪 因此 它 可 能 不 为 0。 这 样 B 的 元 素 

D, 4,25 04 3,25 003 0;,25 48 04,2; 483-0, 
9124-1 是 在 第 了 一 i 十 1 条 超 对 角 线 上 ,所 以 为 零 。 于 是 在 第 
j 一 i 十 1 条 超 对 角 线 上 产生 了 新 的 非 零 元 8/-1,24-4， 尽 管 产生 
了 新 的 非 零 元 ， 但 是 要 注意 ， 这 个 新 的 非 零 元 的 列 足 标 比 被 
消 的 对 象 ty 的 列 足 标 要 大 ?一生 这 一 点 使 人 们 想到 再 用 
Ta) i22) 将 D) susci 化 成 零 ， 即 得 到 
` A — Taj a) ABT, a, 2j—4— (Čo) 


-一 一 一 一 - 
此 时 取 87b, 4,3) 1/ MV b-a H OF 2-1-15 
—————u———— 
€—, 4,3) 13/ ~ bj 244-0) 3,212615 
就 有 惫 oj 一 0, 


同样 如 果 2j —é4- (j— 4) 34 — 24 n, 而 bairns- 又 不 为 零 ， 
则 又 产生 一 个 新 的 非 零 元 oy as aca 不 过 列 的 足 标 又 增加 
j-i 这 样 产生 一 个 新 的 非 零 元 , 用 平面 旋转 将 它 化 成 零 , 新 
的 非 零 元 又 产生 ， 不 过 列 足 标 增 大 j 一 6， 因 为 列 足 标 最 大 是 
n MEN G | 步 后 ,就 不 会 再 有 新 的 非 夫 元 产生 。 AH 
Baba M — in 总 共 要 化 | 5 |+ 工 次 平面 旋转 变换 
但 这 样 的 过 程 ,最 大 的 优点 是 保持 带宽 , 抢 阵 的 带宽 以 外 部 分 
不 必 占用 存 贮 单元 ， 而 镜 象 变换 ,一般 就 不 能 保持 带宽 , 在 这 
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一 点 上 比 镜像 变换 优越 ， 很 多 实际 问题 产生 的 矩阵 , 都 是 稀 
MEER, 因此 这 个 办 法 是 很 有 实用 价值 的 ， 这 个 方法 最 
” 星 由 H. R. Schwarz 给 出 , 见 [24]。 图 2 给 出 这 个 过 程 的 示 
&. 


图 2 


从 上 面 介绍 知道 ,一 个 对 称 矩 阵 A 通过 正 交 变换 相似 于 
一 个 对 称 三 对 角 和 矩阵, 可 以 有 各 种 途径 , 最 后 得 到 的 相似 的 对 
称 三 对 角 阵 , 也 可 能 不 相同 ， 但 是 有 下 面 定理 ， 

定理 2.8 对 于 mx KAKER A, RAT IE TE AERE Q, 
使 得 Q'AQ-T XE— A XR, ET 的 第 一 条 超 
X1 f AE OOREAOUIEN, WA Q RT ZAH Q HEA 
和 4 所 决定 , 或 者 完全 由 Q 的 第 %n 列 da 和 4 所 决定 。 

证 明 da 
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Qi Bı, 0 


Bi œan. 
T- s ss | 
. t. Pasa 


0 [m 
Q= (Qi, Qa, **…, Aa), 
本 定理 要 证 明 a, B, qu 由 qr 和 4 唯一 确定 ， 
H QAQ—T 18 AQ—QT 比较 此 式 两 边 的 各 列 , 有 
Aq; —a*Q;4 "Qe, (4) 
Aq;—ouQid- BiQ t Bili- i=2, 3, =, n, ©) 
由 @ 是 正 交 阵 , 它 的 各 列 彼此 正 交 , 因此 从 (D A 
037 Qi AQ, 
B30s— Àqi—oQ;, 
利用 8:0 M [ga] —1, 故 
8:— [Aq —o91], 
从 而 可 知 ,os、 Bi 完全 由 4 gu 确定 . 因为 8:0, d 
qs— (AQ. — %01) / Bs, 
也 由 4 和 qn 完全 确定 ， 一 般 地 如 果 : Qs Qs, cs, dos gs 
04, 03, ***, Gi Bi Bz e, Bia 已 经 由 A qi 完全 确定 ， 那 
么 利用 (5), 知 asgi Aqu irn A 
BiQui— AQqi— od; — Bi Qua, 
£i- |.Aq«—osqi— Bid], 
Q..i— (Af: —oQ:— Biali) /Bs 
FERU, Q- 和 4 所 确定 ， 从 而 被 gi 和 4 所 确定 。 同 理 
可 知 所 有 Qo d» cc, Q0, 7n, 09 Puy n, Pio ART HI 
Á 和 @ 所 确定 ， 证 毕 . 
定理 2.3 中 D 的 要 求 是 ， 第 工 条 超 对 角 线 上 元 素 为 正 ， 
如 果 卫 的 第 工 条 超 对 角 线 上 元 素 有 正 有 负 , EPAF, EF 
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也 有 类 似 的 结论 .为 了 回答 这 个 问题 移 看 
引 理 2.1 Xi 


oa BbB1 
/ 0 
Bi oa B». 
T-| 7578 75 |j Be80, i=l, 2, n, nl, 
! "s Ps 


0 "Bua Os 


则 存在 非 奇 异 对 角 阵 d—diag(8, ða Òn) KP à-1L 
B7 sign(B8), 4—1, 2、…、n 一 1, 使 得 


Cd [8i] () 


IB] o leal 

4T43-| PEN (6) 

. 7 deal 
0 lB-i] om 

证 明 

AT A71 
Q9 (8,91/83) 0 

| (8383/83) œa (fa03/8g) | 
= (Ba5a/62) ` ， 


eu (Bs 195. 1/94) 
| 0 | 


(B, 184/ 8,3) Oi, 
因 为 PO 11/8 一 Brdx/ Òr = | Br | 3 
KOR. WP. 


定理 2.4 对 于 ”xm 实 对 称 阵 4， 如 果 有 正 交 阵 己 = 
EP, Ps o5 Pan), 使 得 
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-— 


05 Br 0 


P'AP-T- Pa, aa 

0 Bus On 

是 一 个 对 称 三 对 角 宕 阵 , 并 且 了 的 第 1 条 超 对 角 线 元 素 不 为 

0, RJ T f Ds, Ps,…, Po EH AHP URT RE LRE 
对 角 线 上 元 素 的 符号 所 完全 确定 . 


证 明 如果 所 有 B6;>>0, 则 由 定理 2.3 知 结果 成 立 。 如 果 
B, 中 有 正 有 负 , 则 取 引 理 2.1 中 对 角 阵 4, E 


0 [Bi| 0 
18i] . 92 . 18s] . 
ATA-T, — oot 8 ， 
o 7s Mal 
0 | Bal ` On 
于 是 APT APA? — ATA? —T,, 


记 Q—PA47-— (Qaa) -(». Ep, pL en E p. ) 
Q'Q-41P"PA? 4347 —I, 故 Q 是 一 个 正 交 阵 . 由 定理 
2.3 41 WEIT, 完全 被 4 和 qi 所 确定 ,而 qi p. A 
i5 Q 的 各 列 和 2 完全 被 4 和 pi 所 确定 ， 知 道 了 8; 的 符 
号 , 就 可 以 从 |Bi| 得 到 Bi, 从 oq. 得 到 pa ICA T pi 完全 确 
^E PUT, uH. 

本 节 所 介绍 的 通过 镜像 相似 变换 , 将 4 化 成 对 称 三 对 角 
4B EE, 是 将 4 左 乘 和 右 乘 一 系列 初等 阵 Q,— 1 — 2wiwt 后 , 相 
似 成 一 个 对 称 三 对 角 阵 Ty, 即 

T = Qi RQA Q 
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QrQ 是 一 个 正 交 阵 ， 注意 到 tp; 的 第 个 分 量 总 是 零 ， 
因此 Q 的 第 革 列 为 a= dd 0, … 0)”， 第 41 行 为 @= 
(1, 0, 0, Ut 0), Bp 


1 0 0--0 
0 

e|; H, 
0 


因此 8 一 QQa…Q 的 第 工 列 为 es 如 果 镜 像 变换 结果 的 第 一 
条 超 对 角 线 上 元 素 都 不 为 0， 那么 同和 @ SE ARI es 
以 及 那些 * 的 符号 所 决定 ， 因 此 这 个 过 程 与 定理 2.3 中 的 下 


述 过 程 产生 的 结果 全 和 人 是 一 样 的 : 
取 Qi—6€i, Bo=0, 
a= (Ag, Qi), 


Bii = Aq: — oui — B. 0, 
B,— x | Aq -agi — Bigi] 
CRIHE HDSEZ v 的 符号 确定 )， 
Qui (Agi — i — Bi-10:.:) / B 
i=], 2，…， 
04, — Agn, q.). 
由 此 我 们 也 可 以 知道 , 镜像 变换 过 程 中 ,出现 v—0 的 充分 必 
要 条 件 是 ”个 向 景 


2 n —1, 


€e, 4e, =, A" 1e, 
线性 相关 ， 这 是 因为 B,— 0, 充 要 条 件 是 40: 一 omg, 一 B 0 
一 0, 而 后 者 意味 着 
€;, Ae, =, Ae, A'e 
线性 相关 ， 
再 来 考察 平面 旋转 变换 将 4 化 成 对 称 三 对 角 和 矩阵 的 过 
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' els us 


程 . 记 第 次 旋转 时 ,使 用 的 3.6 为 sow to (DI) 


设 4 是 满 秩 矩阵 , 按 足 标 次 序 (3), 通过 平面 旋转 , 将 4 相似 
于 对 称 三 对 角 阵 Ts, 于 是 
Ts— T, aue, C1) Toa scio, Co) L n-an Cs1, 01) A 
T5 aus, 01) T5 2,1 (89, 02) Paus (st, 0), 

id P= Tirali, 01) Tion- CS2, C9)… 了 Tw-1n(8t, 6), XE XX S 
旋转 矩阵 TT; P, WA 2:3, 因此 Tirs (ss, oo 的 第 工行 第 
工 列 都 与 单位 阵 了 工 的 第 工行 第 工 列 相同 ， 这 样 也 可 知道 也 
的 第 1 列 为 @1, 于 是 可 知 车 Ti Ts 的 第 工 条 超 对 角 线 上 的 
元 素 全 为 正 , 则 Ta=T+ P-Q. 如 果 T. 的 第 1 条 超 对 角 线 
上 的 元 素 有 正 有 负 , ERAF, VIT 475 43, Q— PA, X 
里 4—diag(1, à, e, Ò) 是 象 引 理 2.1 中 所 给 的 4 那样 的 矩 
FE. 

上 面 指 出 镜像 变换 和 旋转 变换 , 都 是 qs es 的 正 交 相 似 
变换 C | 

Q'49-T, 

将 4 变 成 对 称 三 对 角 阵 下 ， 当然 也 可 以 取 任意 单位 向 量 
为 gu 此 时 进行 的 过 程 为 


(da a, 
ai= (Aq, qi, Pili = Aq: — uqi — Bili- 
4B;= |Aqi~ og:— Bi_iQ: 1 l, (7) 
| Qui (4g.—00— Bi 0:3) / B 
o1, 2, +, n—1, 
(D) Lanczos 过 程 ， 


如 果 在 过 程 中 某 个 Bi= 0， 则 可 取 任 何 与 Q qd» 77, 4. 
都 正 交 的 单位 向 量 作为 Qiri 过 程 可 继续 进行 。 
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$3 对 称 三 对 角 人 矩阵 的 极 值 性 质 * 
记 对 称 三 对 角 和 矩阵 
Qi Bi 
Bi a, Pa, 0 


T = 


Ba 
0 Bua On 
a B. 
f O41 Us 0 
| ^ ^ Bm- 
0 Bua am l 


为 了 om IKIM 它 的 特征 多 项 式 为 和 mw(， 因 此 了 一 
了， 为 了 方便 起 见 记 T,—T., PESARA x0). 

引 理 2.2 若 1<j WV Te; 的 第 ?十 1 个 分 量 为 16 
而 第 ! 士 2 个 分 量 至 第 9 个 分 量 都 为 0, 这 里 ei 是 j 维 单位 向 
EG, 0, =, 0) 

证 明 


”本 节 引 理 2.2, 定理 2.5 的 结果 取 自 [10] 。 
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第 2 个 分 量 为 Bi, 第 3 个 分 量 至 第 9 个 分 量 都 为 0 因此 命题 
对 ?= 工 成 立 .， 今 假设 命题 对 1 一 5<7 一 上 成 立 . 
Tje: 的 第 8 十 芋 个 分 量 为 Bias Bu, 而 第 8L2 个 分 量 至 
第 了 个 分 量 都 为 0. 考察 T/Tje 的 第 1 十 2 个 元 素 . 因为 的 
第 1 上 3 行为 三 个 元 素 Bus es, Ba 分 别 在 第 5I 列 , 第 
k+2 列 ,第 4 二 3 列 , Kie TT je: 的 第 下 +2 个 元 素 为 iar 
"Bubri. 而 Dy 的 第 8 二 3 行 的 三 个 元 素 Bass Oris, Brys 是 在 
第 z+2 列 ,4 十 3 列 ， 十 4 列 ， 因 此 TYes 的 第 -+3 个 元 
素 为 0， 同 样 可 以 证 明 次 序数 大 于 %+3 的 元 素 也 为 0。 证 
H, 
定理 2.5 设 了 T 卫 的 第 1 条 超 对 角 线 上 的 元 素 全 为 正 ， 则 
对 j=1,2,…, n 一 4 成 立 
a. BB B,— [x (T) el = min |o Des]; 
这 里 m 表示 全 体 首 项 系数 为 1 的 j 次 多 项 式 的 集合 . 
b. e,5—5,(0D)6:/BiBs--- B; 
证 明 H5 382.2 AUN FE XX UO) € mP,, 由 (了) 的 第 
7 十 + 个 分 量 为 BBe…By, 因此 
Babee B, |o Oel, 
特别 取 mP: 中 的 x, 0) ,证 明 
x (D) ei Bias Bien. 
W B= (ej €» … eg J& nx j IR Pe, 首先 证 明 下 列 命 
题 
E;T'e, —T'e; 
对 !< 7 成立， 实际 上 此 命 原意 思 即 为 ,Zei 的 为 首 了 个 分 量 
与 Tei 的 分 量 完全 相同 ， 对 于 1 一 1，j 一 1 这 命题 显然 成 立 ， 
对 于 l=1, j>2 
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Bi Bi 
Te, 一 | 0 , E Te, 一 | 0 一 Tje, i 
O /ixs 0 /4 xj 


因此 命题 对 [—1B] v. 假定 它 对 <j 一 1 也 成 立 ， 考 处 
Te =T (T*e)), 因为 T'e WE b--2 个 分 量 开始 后 面 的 分 
量 全 为 0， 因 此 第 j++ 个 分 量 以 及 后 面 的 分 量 都 为 0， 这 样 
T (T*e,) 的 为 首 了 个 分 量 与 2 Oje) 的 相同 , 命题 得 证 ， 

现在 来 讨论 Te, MIA 2.2 知道 它 的 第 j 十 1 个 分 
EX 8:88, 3B) x CD)ei 的 为 首 了 个 分 量 与 ue 的 
j 个 分 量 相同 , 而 后 者 根据 Cayley-Hamilton 定理 ( 见 [9] 中 
p. 363) il x, (75) 一 0， 即 2 人 Dei=0， 因 此 GD)ei 除了 第 
9 十 工 个 分 量 外 全 为 0, BD 

x; T) e= Bbo Bila. E HR, 

推论 gt Q= [ggg] 是 一 个 正 交 和 矩阵, 又 设 4 是 实 
对 称 和 矩阵 ， 者 QA4Q== 了 是 一 个 对 称 三 对 角 和 矩阵 , 80, i= 
1, 2, +, n—1, 则 


Pig B= Ix; CA @i 一 min Ib Coq: (8) 
H Q= 2,0400: BBa By. (9) 
证 明 H Q'AQ-—T, EE Q'x, CAQ — x, CD) , 3 
xi (D)ei— Q'x, CA) Qes — Q* x, CA) qs, (10) 
由 和 定理 2.5 


Bias B= | x, CD) es] — ou 609i 
«min |Y (Pe:|= min ICD q; P 


(8) 式 得 到 证 明 , 另外 从 (10) 式 知 
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j 


^ 


Bibe Beni = uA, 

两 边 左 乘 @, 即 得 (9) 式 , 从 而 本 推论 证 毕 . 

在 对 称 方程 组 求解 问题 , 和 对 称 定 阵 特 征 值 问题 中 ,我 们 
常 碰 到 如 下 的 线性 方程 组 

T,f,—ae;, 

这 里 a 是 常数 , fo (915, 30, o, OP" 是 未 知 向 量 ， 要 求 将 
5P 用 T, 的 元 素 和 a 表示 出 来 ， 有 如 下 定理 (参见 [31]) 

定理 2.6 # det (7) —d, 0, W 

-i 1a: Bradet (Trza, 
5P = (—1)*71a Bi. EM 让 ， (11) 


k=1, 2, =, j, 这 里 det(T,,,,) —1, 
证 明 ”利用 Cramer 法 则 


9p = sp/ dy, (12) 
这 里 
第 & 列 
oa Bb 人 
Bi oa : 0 
0 
* Bea 0 | 
sp— dei Ba om 0 ; 
Br- 0 Br 
O oxi Byte 
0 HN CON 
"n "Ba 
0 Bi 
4 s, BUB E RURGT, 
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Bı os Bs 4 
Ba Qs ' 
toon - Bia 0 
Oy 1 
x det Px-a Br | 


. 7. Bia 

Bi Oy 

上 述 表示 式 中 右 端 的 行列 式 可 以 看 作 是 一 个 块 上 三 角 人 矩阵 的 
行列 式 ， 利 用 块 上 三 角 和 矩阵 的 行列 式 等 于 对 角 块 行列 式 之 积 


的 性 质 ( 见 [9 中 p.144) ,就 得 


s= (—1)*71a 
Bi œ Oei Bra O 
x det NOS det n MON 
0 EL 0 E "Ba 
Bu-1 Bia Oy 


= (—1)*"7a8,B;---By ,det(T'y,.,,), 
将 此 结果 代入 (2) 即 得 (1 。 证 毕 ， 


$4 "lhompson-McEnteggert-Paige 
公式 和 特征 值 反问 题 


id adj CB) WERE B. 的 伴随 阵 , BI 
Badj(B) -det(B)I, 
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1968 年 Thompson 和 McEnteggert[12] 给 出 如 下 的 特征 疝 
景 与 伴随 阵 之 间 的 关系 ; 

定理 2.7 nxn SERA PE A 的 mn 个 标准 正 交 特征 
问 量 为 2，za，…，2n， 它 们 对 应 的 特征 值 依次 为 如、Xa、'…、 
An X() 为 4 的 特征 多 项 式 det (AI— 4), W 

adj Q4 — A) =x (w) zizi. 
证 明 HU E uA, j—1, 2, =, n, 于 是 MT 一 4 有 道 
adj(jI — A) =det (uI — A) (uI — A) 1, 

id Z-[212»-:2,] € — ^4 1EAE BE, A= diag Qu, Ao, c, An) 有 


A-ZAZ', 
pi adj(uI — 4) —x(u)Z (u— 4) ?Z*, 
或 
adj(uI— 4) 一 和 4( 内 作 ， (18) 


其 中 Alu) =diag( z, IA. De , 


等 式 (13) 的 两 边 都 是 见 的 解析 函数 , DE EXE ARARIRE. 
REDIR e= Ai 
EE 
A(u) — A0) —diag(0, 0, ---, XQ), 0, =, 0), 

于 是  adjOur—4)—Z4AQQ)Z'—-x 04)zz, WE. 

定理 2.8 将 特征 向 量 的 分 量 与 伴随 阵 元 素 联系 起 来 ， 因 
此 对 于 形式 简单 的 矩阵 ， 就 有 可 能 将 特征 向 量 的 分 量 与 矩阵 
的 元 素 联系 起 来 ， 1971 年 0. Paige 就 给 出 了 如 下 的 定理 
[13]. 

4382.8 设 对 称 三 对 角 矩 阵 下 的 特征 值 为 和 0o, …， 
On 对 应 的 标准 化 的 正 交 特征 向 量 为 &、 82、…、 ss, Ru, 
7 一 工 2. EAE 有 

Xin (03) ss = Xiru- (0) Bat Bo-3Xvatn O, A 
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这 里 sw 是 8, 的 第 屎 个 分 量 。 特别 当 人 不 可 约 时 ( 即 8+0, 
i—1,2,--,n—1) f 


S447 Kasua (O3) Zusia (05) /x1,n (09). (5) 
证 明 REHA. 利用 定理 2.8 有 
adj (6I —T) = 31, (83) 8;83, (16) 


等 式 右边 的 第 风行 第 > 列 即 为 kira O) sus. SERIE XLI TR pe 
行 第 > IE 67 一 了 的 第 > 行 第 凡 列 的 代数 余子 式 ， 因 为 
91 —T 是 对 称 的， 因此 也 是 0 一 下 的 第 风行 第 > 列 的 代数 
余子 式 ， 这 个 代数 余子 式 记 为 Auv. 

为 了 求 A, RITE 9I 一 了 划 去 第 4 行 和 第 ? 列 后 的 矩 
阵 表示 如 下 . 


DI-D À 0 0 


= Bu- 


0 EA 0 | 


7 — Ba —B. 0 
0 0 OT — Tiii 


4,,— (—1)"** det(6,I —T4,,.3) ( C)"* 
X B,,,177: B. det (8,1 一 Topin) 
= Ki1,p_1(07) BuBu sis Xv41.n 0) 

(14) 式 获 证 . 

3 v—je B, (16) 式 的 右边 第 风行 第 凡 列 为 xus (5), 
而 左边 的 第 风行 第 凡 列 为 xi,w-1(0)) Xntln《0;)， 又 因为 了 不 
可 约 时 它 没 有 重 特征 值 , 因此 xs (0,) 关 0. 故 (15) 式 成 立 。 证 
毕 . 
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因此 


推论 


So (85) = Bia Bo, au 
Six (85) = Xa, (05), (8) 
sux. (85) = Ximi (8,) , (19) 


这 里 记 x (6) 9x. (0. 

证 明 ”在 定理 中 取 凡 1, v—n BIS (1, RC uv =i 
18 (18), Xt u=r =n 43319), WHE. 

从 (17) 式 可 知 ， 如 果 人 了 不 可 约 ， 那 么 88。…B， +: 关 0， 
x (85) 关 0， 因 此 susu 7 0, 即 任意 一 个 特征 向 量 的 第 工 个 分 量 
和 最 后 一 个 分 量 不 为 0， 再 由 (18) 、(19) 两 式 知 xan (05) 关 0， 
Xin- 7-0, — 这 也 可 从 Jacobi 4g PETS RS y Py V Rc rf 48) 58). 

现在 来 考虑 和 矩阵 的 特征 值 反 问题 ， 也 即 从 已 知 % 个 特征 
值 来 确定 一 个 nxn 和 矩阵， 当然 nx n EER n 个 元 素 , 一 
般 情 况 不 能 被 % 个 特征 值 所 确定 。 因 此 还 要 提供 男 外 的 一 些 
信息 ,才能 完全 确定 一 个 矩阵 , 

M nxn 矩阵 是 一 个 对 称 三 对 角 和 矩阵 时 , 要 确定 的 矩阵 元 
RRA 2n 一 1 个 ,因此 需要 附加 的 信息 也 较 简单 . 

1967 年 Harry Hochstadt[14] 提 出 二 种 类 型 问题 . 

问题 2 了 给 定 二 个 序列 Aa, Ae, ee, An A Ma, Ho, ts na 
JEB. Aiax, i=1, 2，…， n-1, 要 求 构 造 一 个 xm 对 
WERA Tin L>, WI A, As, ns, MAE Tin 的 特 
征 值 , 而 Ma, Ma, t, Mni 是 Tous 的 特征 值 ， 

问题 2 给 定 m 个 由 小 到 大 的 数 M, Ao, e AS, SERT 
造 一 个 nxm 对 称 三 对 角 阵 了， 使 得 ja， 和 ae，… S 是 他 的 特 
征 值 , 但 是 了 的 元 素 满 足 : 

Qi — 09 二 1 一 人 


Bi Rn- > 9, 
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i-1, 2 [2], 

也 即 卫 是 关于 第 二 条 主 对 角 线 (从 右上 到 左下 ) 也 是 对 称 的 。 

Hochstadt 证 明 问 题 1 和 问题 2 都 至 多 有 一 个 解 。 1976 
年 Ole, H. Hald 证 明 问题 4 和 问题 2 都 至 少 有 一 个 解 ,并且 
给 出 求解 的 方法 [15]， 但 是 算法 不 稳定 ，1978 年 O. de Boor 
和 G. H. Golub， 给 出 一 种 数值 稳定 的 算法 来 求 上 述 问题 L 
和 问题 2 的 解 [16]， 我 们 下 面 介绍 的 B. N. Parlett 教授 在 
[LL0] 中 给 出 的 , 利用 O. Paige 公式 来 构造 的 方法 ， 在 介绍 
这 项 方法 之 前 ， 先 来 简单 介绍 一 下 对 称 三 对 角 和 矩阵 的 特征 值 
反问 题 实际 背景 。 

考虑 一 个 两 端 固定 的 弦 的 振动 问题 ， 它 的 数学 模型 可 以 
化 成 下 列 边 值 问题 : 

D (2$) —o (Œ)u (s) =u (s); (20) 
u(0) —w(1) —0, 

c (a) Jé WR SE RSS HEH OS M) PEE, din E SA E IO, 那么 
0(%) 一 go 一 const， 当 入 取 固 有 值 时 , (20) AFERI ulw), 这 
Ji E] 8 EDGE IY 32 B9 FT ES URS 

ELI o (2), 求 固 有 值 和 的 问题 , 称 为 加 有 值 问 题 或 特征 
值 问题 ，。 反 过 来 ,如 果 通 过 实验 手段 测 得 弦 的 固有 频率 , 计算 
得 到 固有 值 , 从 已 知 固有 值 来 求 r(o) 的 问题 ,就 称 为 特征 值 
反问 题 . 

用 差分 方法 解 边 值 问题 (20), 就 把 微分 方程 的 特征 值 问 
题 ， 化 成 矩阵 的 特征 值 问题 ， 因 此 也 把 微分 方程 的 特征 值 反 
问题 ， 化 成 矩阵 的 特征 值 反 问题 . 例如 wu (e) 用 中 心 差分 
u(x) —2u (w) 十 Lo 3) /P RE, XE h=1/n, a 4h, W 
4X BS ERE T XPERILÁBEE. EER REE 


反问 题 ,就 化 成 一 个 对 称 三 对 角 人 矩阵 的 特征 值 反 问题 ， 

边 值 问 题 (20) 是 弦 振 动 问题 的 数学 模型 ， 也 可 看 作 一 个 
粒子 的 一 维 薛 定 齐 方 程 , 这 时 v(o) 表示 粒子 的 波 函 数 , e (2) 
代表 势 函数 ， 固 有 值 代表 在 这 个 场 中 运动 的 粒子 所 具有 的 
能 级 。 如 果 已 知 各 个 允许 的 能 级 ， 求 势 函 数 0 (e) 的 问题 也 
是 对 称 三 对 角 和 矩阵 的 特征 值 反问 题 . 

上 面 介绍 的 简单 的 物理 问题 对 应 对 称 三 对 角 和 矩阵 的 特征 
值 反问 题 , 可 以 设想 , 更 复杂 一 些 的 某 些 物 理 问 题 , 会 对 应 更 
复杂 一 些 和 矩阵 的 特征 值 反 问题 ， 因 此 从 七 十 年 代 以 来 矩阵 特 
征 值 反问 题 的 研究 , 被 专家 们 所 重视 . 

现在 回 到 问题 1、2 的 解 上 来 . 设 AO JB, 
Oi, Oa, +, On 是 它 的 特征 值 ，81，ss,…， ss 是 对 应 的 特征 向 
E, S—[S, 8$» -«, S.]JEIEAE EE, A = diag (61, 0,, e, 0,), 
于 是 有 

SS= A, 
T—SAS', 
将 4 看 作 一 个 对 称 和 矩阵 A, 利用 8 2 的 唯一 归 化 定理 知人 和 
S" 的 其 他 各 列 ,完全 被 4 和 5 的 第 二 列 (su Sa, e, Sin)” 所 
确定 ,这 里 su 是 了 的 第 个 特征 向 量 的 第 一 个 分 量 ， 因 此 如 
果 由 4 和 反问 题 所 给 的 附加 信息 能 够 确定 (s,sis,…, Sindo 
那么 就 能 完全 确定 T. 
对 于 问题 1, 已 知 BA, Ma, ***, Mn- 是 了 s,s 的 特征 值 , 因 


此 45,0) 一 det QI T.) = TE Q 一 由 ,由 (8) 
Six (85) = Xan (0;), 
即 得 Sj T (8;— us) / 直 (8,—60;), 
5 00 S8 
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因为 特征 向 量 可 以 差 一 个 符号 ， 可 取 
w=/ 1 (0,— ui) /T6,—05, 
dj 


再 由 Lanczos 过 程 (7) ,就 可 以 得 到 人. 
对 于 问题 2, 因为 是 关于 第 2 条 主 对 角 线 对 称 的 ， 
G= Anii, 一 6 0， 
Tdi I-(e,e--,e,e)0, 有 
T-ITI, 

Hi T's, = 8, 

ITÍs,—s, 

TIs;—AIs, 
因为 80, 下 不 可 约 ， 人 的 特征 值 都 不 相同 ， 因 此 Ts, 5; s 
至 多 差 一 个 符号 , 即 


T8;= &8,, si 一 土 二 


由 此 可 知 Sm 一 Eisis 
利用 (17) Shisni X (8) = Bags: Bua, 
或 ma mm 


" sw (0i) 
但 x (04) = (8; — 64) Us (8;—8, ) (8, —0;,1)--- (0,—0,), 
sign x’ (80) = (—1)*7, BpBnis>0, W e; (—1)"7, 
从 而 得 到 


su =y Bi Ba /u (8, —6)) I (8,—9), 
/ i 1=1+1 


由 此 也 可 求 得 T, 
现在 我 们 把 上 面 的 理论 ， 应 用 到 如 下 的 一 个 有 实际 意义 
的 问题 中 去 ， 考虑 如 图 所 示 的 % 个 质点 ，n 段 弹 筑 的 振动 模 
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) 段 弹簧 的 弹性 系数 . 若 已 知 这 个 弹性 
系统 的 全 部 固有 频率 ， 又 知道 这 个 弹性 网 
系统 的 最 后 一 段 弹 簧 和 最 后 一 个 质点 去 ma 
掉 后 的 弹性 系统 的 全 部 固有 频率 ; 同时 h 
知道 mz， 要求 出 名， Ka, +t, ln AA ma, 1 
Ma, “t, Ma 的 值 ， a 
要 解 这 个 问题 ， 先 把 振动 方程 列 出 E 
来 . 设 训 表示 第 纪 段 弹 得 在 静止 状态 时 3 


HEE, u RRE i BRRR, o 表示 第 个 质点 的 化 
bx. 于 是 


4 Lj 
2,— 9] uth, 
j=1 j-1 


按照 牛顿 力学 方程 ,对 第 个 质点 成 立 


Tt = pausa — bs, 


$ e 
Bl Ma zw 一 bua — bitis 
或 
Dh jl 2,-.n, GD 
fi j Mi + M; 2 » 9, 2 "5 
bs 0, 
M QI) 可 得 
i-a Ui ( hot ys 
Mii Thi. 3 m 
hs . 
T "" Witiy $—1, 2, Ut, 8, (22) 
Ko 和 
其 中 规定 各 = t-o, 
E = ki hi 一 — ka 
dida o» t), b, , C m 
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0 ba dis 
u= (us, Ws, tt; Us), 则 方程 (22) 可 表示 成 

il = A, ntt, 
车 Aan 的 特征 值 为 一 入 ?= 2, n, WI, 1— 1,2, n, 
即 为 这 个 系统 的 全 部 固有 频率 .同时 若 


Q1 0 0 


0 e 
的 特征 值 为 — ui, =u, t, —Hua-i M Ma, Ha, tt, Ha- 即 
HRPM bn 和 质量 ma 后 的 系统 的 全 部 固有 频率 ， 
为 了 应 用 本 节 的 理论 ， 从 MH mR hi, m, 我 们 先 要 将 
Ain ERE. Æ 
D,—diag(1, 81, 8, ++, 8, 3), 


D. 41, 4D, 
Q4 C104 0 
01/61 Ca Caða/ 9i 
一 bo81/8 ， 
t. 16,3, 2/9. | 


| 0 b, sdn_a/ Os Un 
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如 果 取 9、2、…、8 a, 使 得 
5,9, 4/0; = c,04/8,.1, $71, 2, t5 n —1, 
就 能 使 Bi, = D,14,,,D, 
是 一 个 对 称 三 对 角 和 矩阵 , 此 时 
= Cbibar-b;/01020:)?, 


a fi 0 
l^ 0a f» . 
B: n7 i 7 


| Us Baa 
0 Bea d 
其 中 = A/ bye, = NV bb / m. 
同时 可 知 Bus a 相似 于 assa 这样 我 们 的 问题 化 成 已 
知 Bis fil Baja 的 特征 值 ， 以 及 mi 求 Moa, ttt, Mp 78 s, Ut 
如， 如 果 知 道 了 Bi 的 全 部 元 素 m，ca， 70, an 和 Bs, Bo, n, 
pb 那么 可 以 从 如 下 递 推 关系 式 


hi = — amı, 
应 一 BE 2 /Nt (23) 
m= —ki/ (ad; /m41), $—2, 8, 0, n, 

求 出 石和 mm 


由 此 间 题 化 成 已 知 Bi,, 和 Bana 的 特征 值 求 Bin 的 全 
部 元 素 。 这 就 是 Hochstadt 的 问题 1， 不 过 我 们 现在 知道 的 
是 Bini 的 特征 值 而 不 是 Bon 的 特征 值 . 
如 果 s= (S1, 85, …， Sa) 是 Bin 特征 向 量 构 成 的 正 交 阵 , 
A-diag(—M, ~}, =, —22), 
H Bi,»=SAS”, 
可 知 Bi 完全 被 及 的 最 后 一 列 和 4 所 完全 确定 ， 但 全 的 
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最 后 一 列 为 
4 ($3, Sna, ***, San)” 
而 利用 公式 (19)， 
SX (AD) 1-107 M, 
可 以 求 出 (Sui, $us, t, Sado XX x OO 和 xnaa A) 分 别 是 
2 和 -ix 的 特征 多 项 式 , 即 
xm iaa CM) AC) = TE ot 72) / Trot -19, 
= (24) 
有 了 9 后 通过 朝 前 推 的 Lanczos JE, WALOR Bin 的 
全 部 元 素 . 
A: 对 于 3 个 质点 和 3 个 弹簧 的 系统 ,已 知 
Ài—2, Ms=4, Ms=6, 
Mi—3, La=5, 
AK ki, ka, ko, ma, ma 用 ma 的 表示 式 ， 


解 deo GU D co. 2134315, 


: 二 (ui —A3) (u$— A2) E 
S32 二 "Oa Ca) 0.2625, 


(uia) (uia) _ 
$= (2X3) Q3 — A3) —0.46400625, 


得 ga 一 (0.5229125，0.5123475，0.6812213)7， 


= (Ags, gs) = —21.99999784, 
= | 49; —a5gs| —18 141120, 
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D= (49: —a595) /Bo 

= (0.6846531, 0.2236067, —0.6937220)7, 
m= (Ag,, 9) = —20.0000, 
£i |Agas —asga — Bagsl =7 .4161985, 
91 = (ÁÀgs—asgs — Bags) / Bs 

= (0.5077524, —0.8291561, 0.2338539)7, 
a= (Agi, gi) = —14.0000, 


—14.0000 7.4161985 0 

得 man —20.0000 13.747726 |, 
0 18.747126 — 22.0000 

再 用 递 推 公式 (23) f 


hi= —aym4-—14m;, 
ka= BImi/bs = 3.9285714m, 
Ma= — ko/ (aa + ko/ m4) = 0.24444444m,, 
ka= Bimi/ ka= 2 .81466050m,, 
ma= —ks/ (as +k3/ Ma) = 0.2801209m4, 
从 公式 (24) 可 以 看 出 , 已 知 的 固有 频率 必须 满足 
Aa « ua Aa m Wa ttt og as 
否则 sw 中 会 出 现 虚 数 , 问题 就 没有 解 ， 


$5 解 对 称 线性 代数 方程 组 的 Lanczos 算法 


在 第 工 章 介绍 的 共 印 斜 量 法 ， 适 用 于 系数 矩阵 是 对 称 正 
定 的 或 对 称 非 负 的 方程 组 的 解法 ， 在 实际 问题 中 也 要 磁 到 系 
数 秆 阵 对 称 不 定 的 方程 组 ， 即 系数 矩阵 有 下 的 特征 值 ， 也 有 
负 的 特征 值 ， 例 如 文献 [I7] 中 讨论 的 就 是 一 种 对 称 不 定 的 方 
程 组 ， 对 于 对 称 不 定 的 方程 组 , 共 斩 斜 量 法 失效 了 , 首先 因为 
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(Ax, y) JLI TRAE oo, y 的 一 种 内 积 . 
C. C. Paige and M. A. Saunders fr [18] 和 B. N. Parlett 
4E 19] 3857-28 T Fl Lanczos 过 程 来 解 这 种 方程 组 的 方法 ， 称 
为 Lanezos 算法 。 对 于 方程 组 
Ag — b, (25) 
4 是 nxwn 实 对 称 和 矩阵 ，Lanczos 算 法 的 程式 如 下 : 
i. 取 一 个 初始 向 量 wo 计算 ro=6b 一 Axo; 
2. sk| mol g= ro/ frol; 
3. 由 Lanczos iif (7), 
Bii Ai — odi — Bi-10:3, 
i=], 2, =, j, 
Bo» — 0, 
求 标准 正 交 化 序列 Qi Qo, co, Quas cu 09, c, 05 Ps 
B», …， £j, 其 中 
w= (Aq, 4), 
` B= | Aq — ag: — Biail; 


[99 Bi, () 


Bi. Qa 7. 
4. 由 T;= MUS P 
0 a "Ba 
Bi-1 a 
如 果 det(T7 关 0, 求 方程 组 
T,f,- |role: (26) 


IR f, OP, 9^, =, PY 
5. WER Q= Ig, Qs, ---, Qj, 构造 Qu; 则 m Qf, 
十 Wo 是 方程 (25) j 次 近似 解 . 并 成 立 误差 合计 式 
| Az, — b] = [5P |8; (21) 
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(27) 式 可 以 证 明 如 下 : 过 程 (7) 成 立 关系 式 
4Q,—Q;,T,— 8,q,.:6j, 
于 是 AQ fi— QT, f;— Bir, 
Á (2,— o) — [rolg = Bg; 1 
Ax;—b= BS gr, 
故 | A2,—b| — 8,155^| 
RYZ. 
上 述 Lanczos 方法 是 将 求 方程 组 (25) 的 解 的 问题 ， 化 成 
求 对 称 三 对 角 方 程 组 (26) 的 问题 。 从 理论 上 来 说 由 于 d: 
Ga，'…， Qo 的 互相 正 交 性 知 当 j==n BJ, 8,—0, B] an, Jg IE RE 
解 ; 但 在 实际 计算 上 ， 由 于 Q, Q s qs 的 正 交 性 消失 ,BB， 
不 一 定 为 0, 但 很 多 计算 表明 ,常常 有 某 些 j<n, 使 8,107? | ft 
小 ,参见 [18] ，[19],[13]。 因 此 Lanezos 方 法 求解 对 称 方程 
A, 仍 是 一 种 有 效 的 方法 ， 特 别 它 可 以 充分 利用 算 阵 4 BUR 
mH, 用 到 4 的 时 候 只 要 求 计算 Av, 即 4 与 向 量 ， 的 乘法 ， 
这 一 点 不 但 可 以 节约 存 幅 单 元 ， 而 且 可 以 容易 被 向 量 运 算 机 
来 实现 . 
在 计算 过 程 中 , 如 果 预 先知 道 ,5;^, 那么 只 要 等 到 8,57? 
足够 小 时 ， 才 进行 步骤 祭 和 5， 就 可 大 大 节省 计算 量 ， 因 此 
8,95? RH 少 称 为 这 一 算法 的 判 据 ， 于 是 怎样 不 通过 解 方程 
组 (26)， 而 直接 计算 0j? 的 问题 就 提出 来 了 。 文献 [18] 中 也 
提出 了 一 种 直接 计算 OP 的 方法 ， 在 本 章 8 3 定理 2.6 给 出 
一 个 更 简单 的 求 950 的 公式 , 即 为 当 w= |7ol 时 代入 公式 (HH) 
得 
g= P= (DH ro Ahs, 
并 有 递 推 公式 
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d 
Aj — 4,4 2538, 
j j—1 d; B, 


行列 式 可 以 通过 递 推 公式 
d; = o4d, ., — Bi 1d > Bo=0 
得 到 . 如 果 d;—0 的 话 dizi 不 为 0， dj i 也 不 为 0， 可 以 计算 


Aja, 


d; i B; 
da Bi 和 


对 于 |4mw; 一 中 ， 除 了 (27) 所 示 的 等 式 外 ， 还 可 以 利用 
ps… 的 极 值 人 性质 (定理 3.5) 得 到 下 述 估计 


4j.17 dia 


[dæ —b| = tl. min (Teil, 
|d;| vyemp; 
是 大 于 了、 小 于 等 于 兄 的 任意 正 整 数 . 


在 [18] 中 指出 , 25 48 Pe 4 是 对 称 正 定时 , Lanczos 算 法 得 
到 的 c, SHERHE j 步 近似 o 是 相同 的 。 这 一 结论 ,我 
们 证 明 如 下 : 记 方程 (25) 的 正确 解 为 名 ,Lanczos 算法 得 到 的 
第 了 次 近似 解 为 2;, 只 要 证 明 

(A(£—2), Aro) =0, 1—0,1,2,-.,j—1 (28) 
就 行 了 ， 因 4 EXE, (BOE Lanezos 算法 前 了 步 得 到 的 Bi, 
Ba, =, Bi- 都 不 为 0， 些 时 @= Eg, Q e, a TUR, 
T,— Qj AQ, 也 是 一 个 正定 矩阵 , 因此 可 以 将 T, 进行 三 角 分 解 

T= LjDJA, 
其 中 工 ; 是 下 三 角 阵 , 对 角 元 为 1, Dj 为 对 角 阵 ， 记 
P,-Q,L;* — [P1, Po, +, Prl, 
P: 是 91 9,…, Q: 的 线性 组 合 ,而 Q Æ To, Aro, --, A 的 
线性 组 合 , 因此 p: Æ To, Aro 0, Aro 的 线性 组 合 。 反 之 
BE, Ba, s, Ba 不 为 0， 可 知 AT 3E Q1, Q, +, Q 的 


æ- 


线性 组 合 , 从 而 也 是 pa ps,…, P 的 线性 组 合 。 这 样 (28) 式 
等 价 于 


PTA(£ —,) 一 0， (29) 
因为 $,—Q, f, 3-2, 
故 A(Z- aj) —To — AQ f; 


PfA(£—cj) = Pjr, - P3AQ.f, 
-LyQm—L; Qr AQf, 
= Lire: E7 T,f;=0, 

这 就 证 明了 wy 也 是 共 圈 斜 量 法 得 到 的 第 j DAM. 如 果 
B,—0, 那么 由 (27) 知 wi BOO E, ERT fo, Aro, Aro 线性 相 
x, 从 而 共 酸 斜 量 法 得 到 的 第 D 步 近似 也 是 侈 。 这 就 证 明了 ， 
当 4 正定 时 , 两 种 方法 是 等 价 的 . 

另外 由 PIAP,-LSQPAQE"—D, 
也 即 pi, po,…, Pi 是 4- 正 交 的 向 量 组 , 容易 知道 共 斩 斜 量 法 
中 得 到 的 向 量 组 qu. Qs, o UPH Qi P. 至 多 差 个 常数 
È. 

在 矩阵 4 对 称 不 定 的 情况 , Lanczos 算法 解 方程 组 , 还 有 
两 个 问题 需要 考虑 。 第 一 个 问题 是 此 时 T, 不 能 保证 可 以 进 
行 三 角 分 解 ,到 一 瑟 DPT9 AA T, 不 是 正定 , 它 的 某 些 顺序 主 
子 式 可 能 为 0， 因 此 如 何 对 方程 组 (26) 求 解 就 是 一 个 回 题 了 . 
当然 可 以 采用 选 主 元 的 消去 法 ， 不 过 那样 一 来 ，Zy 的 三 对 角 
的 形状 会 遭 破 坏 , 存 贮 量 就 要 增加 ， 

第 二 个 问题 是 第 了 次 近似 wj 与 第 了-HT 次 近似 uas F 
象 共 柜 斜 量 法 中 那样 有 简单 的 表示 式 rwt, XX dé 
BUS fa 的 为 首 7 个 分 量 与 有 没有 简单 的 关系 , 因此 当 已 经 


— 67 一 


计算 得 ww 后， 如果 还 要 计算 wa， 就 不 能 充分 利用 w 提供 
的 信息 , 这 也 是 很 大 的 浪费 .怎样 避免 这 种 浪费 , 即 充分 利用 
已 算得 的 wz， 也 是 一 个 问题 . | 
C. O. Paige 和 A. Saunders 在 [18] 中 提出 了 一 种 称 为 
SYMMIA 的 方法 ， 就 是 解决 上 述 两 个 问题 的 一 种 方法 ， 下 
面 介 绍 SYMMLQ 方法 ， 
Æ Lanczos 算法 步骤 1 2. 3 以 后 ,对 每 个 了 得 到 对 称 三 
HAER T's 将 了 进行 LQ 分 解 
T,- LP, 
op L 是 下 三 角 矩 隆 , Pi 是 正 交 和 矩阵， 为 了 求 名 和 了 ,对 
T, 右 乘 一 系列 旋转 阵 Hua 使 得 
T HiH aH aL, 
其 中 Hpi (a), 除 his= 6, hisis = 一 Ci hii hizin” 
s 外 其 余 元 素 都 与 单位 阵 的 相同 ， 右 乘 Han 的 目的 是 为 了 
将 T, 的 第 1 条 超 对 角 线 上 第 个 元 素 化 成 0， 我们 以 5 Br 
矩阵 为 例 来 观察 计算 的 程式 ， l 
a 8, 0 0 0 


T= 0 Be w3 Bs 0 ] 


ou B, 0 0 0Wc #5 000 

B1 œ B 0 Ols -a 000 

TiHis=| 0 Ba oc B, 010 0 100 
0 0 B e, Bal O 0 010 

0 0 Q JB, oO 0 001 
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tit £181. æsi B1. 0 0 0 
Bicitoss: Bisi 一 oact Ba O 0 


一 Bss1 — a61 aa Bs 0 
0 0 Bs o4 Ba 
0 0 0 Ba Q5 
= Bi = Qi 
TERO n—XWSBU "C ACH 
就 能 把 Bi 位置 上 元 素 化 成 0, 记 


74 一 aict 十 Bist， 0 一 Bici 十 aasl， 6s — Basi 


Fa = Bis1 — 6301, Gs = — 0, 


Yı 
85 Y» B 
于 是 TsHis ~—| sa 8, Os Bs b 
fs 94 Ba 
Bs os 
Yı 1 
ða 7a Bs C2 85 
TH1s Hs= E3 E as fs $9 — Ca 
Bs o4 Bs 1 
Ba os 
7i 0 0 0 0 
ða Fata + a5 Yasa—Baca 0 0 
=| es Sacatasss Gasa—osca Bs O 
0 Basa — zco ou Ba 
0 0 0 Ba 05 
取 s-RE/GH-ET, oN/ GH BD, 


则 ps 位置 上 的 元 素 化 成 0， 记 
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?3 一 Faca + Basa, 
9s 一 Saca + OG382, 


84— Basa, 
^ - 

- 7s 一 Gass — 0302, 
ô= 一 Paca, 


从 上 述 计算 中 可 见 ，7、8、s 在 下 次 旋转 时 不 改变 ， 而 


7, 5 在 下 次 旋转 时 要 改变 . 
y 0 0 0 0 


Oa ya 0 0 0 
T;Hi;Hj-|es83 Os Ys Bs 0, 
0 24 04 G4 Ba 


yy 000 0\/1 


õa ya 0 0 0 1 
T; HisHssHga—| sa 9s Ys Bs 0 Ca 33 
0 & 8, ou Ba $8 一 Cs 
00 0 Bos 1 
y 0 0 0 0 
8. Ye 0 0 0 
=| sa s Yscs+Bsss ?yass 一 Bacs O |, 
O gs Sacatosss Siss 一 aacas Ba 
0 0 Bsss 一 Busoa as 
要 使 (3, 4 位 置 上 的 元 素 为 0, 取 
s= B/G, ew +B, 
记 7as 一 acs 十 Bass， 
34 一 Sics-oaass 
65= Bass, 
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Y47 9483 — 0468, 


T 8, = — Bacs, 
y 0 0 0 0 
7 à y 0 0 0 
) T;HisHsHa—| es 395 ys 0 0), 
O & òs Ya Ba 
0 0 z 85 Qs 
总 结 上 述 过 程 , 有 一 般 的 计算 程式 
~ J=, 8, — Bi, 
则 使 用 Hery 旋转 时 
7 Sy By/ (Yi-- B5), r= Y RERA, 
通过 旋转 得 到 
“ 3 一 yxoz 十 Bass 一 (E+B, ) 
Opi1— Gp1106+ O18k, 
7 8143 Bei t (30) 
u Yri” Oy 1S 77 Xy LiCk, 
$a — BrricCy, 
- k=1, 2, --., J 
按 此 公式 计算 
- Yı 
TEN 
” ToHiolHss HsaaHas—) 83 ô Y3 -L, 
' s 8&4 64 Ya | 
- 0 0 & 6 Ys 
而 P. Has Has Hs H 33, 
AUR 8,70, 则 有 7,70, 但 Furi 可 能 为 0. 
从 上 述 推 导 还 可 知 
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yı 

6a Ya 

ðs Ys 

8&4 64 Y4 

0 0 s 3 Ys Bs 
0 0 0 e 8 as 


& 
TPS 一 T&His Has H 34 H a5 一 o 


其 中 Se= — Baca, 8s6 一 Bos4， 
而 Pe = P3 Hse. 
T, 经 过 LQ 分 解 后 , T,- L,P,, 于 是 方程 组 (26) 
T,f;- |roles 
可 化 成 LP, |ro]e;, 
4 Z,— Pf, WR 5,0, Bl det (Lj) 40, 那么 可 以 由 方程 
L,-|rle: (31) 


ME— EI. 如 果 知 道 了 S, y= 4-8) 5, 可 构造 一 
个 新 的 下 三 角 阵 


DN Tii 
a 3 74 
与 五 只 差 一 个 对 角 元 ， 当 6+0 时 det (Ly) 40, WRS z,— 
(s Cas s, 0)", Za 可 由 
20 Lz;=|roles 

唯一 确定 ， 因 为 是 下 三 角 阵 ,因此 由 

Lyjaa | To | €i 
确定 的 Za DA zu: (2j, G2), BB zu 的 为 首 了 个 分 量 
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为 2。 同时 由 方程 (31), 可 知 
2 一 (0 
并 且 当 3 关 0 时 有 
yt yi. 
再 由 æ — Qf 4- s — Q,PTZ +0, 
wA QP. 由 


PT 0 
QP J= (Q;, Zen o 1 Js 


I 0 
= (Q,Pf, ana) | € s | (82) 
0 š G 
可 知 QuaP in BAK j-1315 QP; 为 首 7 一 1 列 是 完全 相 
同 的 。 记 
QPF = (Wi, Wa, +, wis, 655), 
于 是 Qi Ph = (Wi, Wa, ^, Wia, Wi, 055,1), 


比较 (32) 的 两 边 有 


W= 0D, 4- 5,,,5, } (33) 
£5, —5,0,— 00,5, 
WX PI-1 因此 Dg, 
inid gj (Wi, Wa, =°, £j) Z4 - o, 
就 有 
w7 = XHW), (84) 
而 Lanczos 算法 的 近似 解 
= (Ws, Wa, ~, Wa, ÉD) Zw LCD; 
(35) 


这 就 是 SYMMILGQ HER wy 的 过 程 ， 在 实际 计算 中 , w7 
也 是 一 个 近似 解 ， 在 选 代 过 程 中 ， 可 以 在 前 面 只 用 (34)， 
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kær mb o2 wka HS iub G5oR c. RAE 
SYMMLQ 方法 的 步骤 如 下 : 
1. 取 初 始 近似 向 量 wo 求 ro 一 0 一 4wo， 

计算 Inl. 全 一 ro/|7o|， Bi =q, 

a= (Aq, Qi), =, R AQ — li, 

HA Aa: 09:l = Bi 

IR 5-0, RI a eT ga, $ 8, 

否则 计算 qs= (Agi — a101) /£:, Aaa, Q2) 一 cp， 

d,— os, MR d, 40, RE dadel, 

d; — 0,05 — Bi, £17 897 0,0, a= Bi, 

?1 一 (yi 82), & = lrol/Y1, 

3 一 Bi/TD e — 34/1 

Ja = EA — 0961, 

Di 一 cl 个 ;上 sg (05 — si — 03, 

qi Xo W1, 

K Aga — aqa — 8105, 

计算 L= | Aq» —oaqa— B1. 

如 果 中 #0 及 £70, Gao Bs 

wa = WI + Loi > 转 b. 


、 E | ro] 8185 
如 果 a0, 计算 4 Cheb 


224 $5 2, 
Tn da=0, 22i 转 2. 
2. ei=pBis 1, Sa 一 一 Bo- 
ye QGt-- 8^, s — Bi/ rs, e Y» 
Qui (Aq,— 00; — B0) / Bs, 
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944,17 (AQua, Qui), 
Sia = i1 F 04,18; 
Fua = Sias — 04.160 
W= Dci + qisi 
ti = Ds: — Qiricsy 
&= — Ebie —Õibi-1 ， 
Yt 
w= w+ Cw, 
8. 构造 Dua = Ali tili 9d 
计算 Biri= | gil, 
计算 dipi = yadi — Bidi.i, 
WE di i-0, W itii 转 2， 
如 果 di 0, 计算 


AiBi.1 E , Md *0, 
i41 
Aia d. 
A aBiBui dii X di-0, 


如 果 uice $e 4, dU] itii $2, 
4. 计算 

ba = — (e ib ad 930) / Tav 

Eui eF HE uU, uo, 


5， 输 出 计算 结果 w 停止， 
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第 d 
解 特征 值 问题 的 QL 方法 


计算 中 小 型 对 称 和 矩阵 的 特征 值 的 一 个 比较 有 效 的 方法 ， 
是 先 将 这 个 矩阵 , 通过 第 2 3E 8 2 所 介绍 的 正 交 相似 变换 化 
成 一 个 对 称 三 对 角 和 矩阵 ,然后 再 用 带 特别 选取 的 位 移 的 QL 
方法 (或 QR 方法 ) 求 得 这 个 对 称 三 对 角 和 矩阵 的 特征 值 . 

熟知 的 Givens 方法 ， 是 将 矩阵 化 为 对 称 三 对 角 和 矩 阵 后 ， 
再 用 对 分 法 求 后 者 的 特征 值 ， 但 是 对 分 法 的 收 伍 速度 是 一 次 
的 ,而 带 特别 选取 的 位 移 的 QL 方法 (或 QB 方法 ), 收敛 速度 
一 般 是 三 次 的 , 并 且 每 次 计算 量 也 是 相当 于 对 分 法 , 因此 这 种 
QL 方法 是 更 有 效 ， 

本 章 要 介绍 QL 方法 有 关 的 理论 分 析 ， 指 出 它 的 收敛 速 
度 为 何 一 般 是 三 次 ， 


$1 QL 方法 的 一 般 性 质 
B A Enx KARER, o 是 实 参数 ,将 4 一 oT 分 解 成 


A—oI=QL,, 
EF Enx EXER, 工 是 下 三 角 阵 。 记 
Á—LQ-4oI, 
于 是 QÀQ' -QL--o1—4—cI-4-olI-A, 
故 
Á-Q'4Q, (D 


可 知 Â (nosscu See pe, 并 且 正 交 相 似 于 A, 
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给 定 实数 os, k=1, 2,…, 令 4 一 4 


Ay— or! = WrLy, (2) 
Qr EEX L 是 下 三 角 阵 ， 
Ari = LQ toI (3) 


形成 了 和 矩阵 序列 {4;}, 如 果 A 趋 于 一 个 对 角 阵 ,那么 4 的 全 
部 特征 值 就 得 到 了 .这样 求 4 的 特征 值 的 方法 , 就 称 为 带 位 
移 {ow} 的 QL 方法 .如 果 在 (2) 中 的 分 解 是 
A, — orl = WrRr, 
Q 是 正 交 阵 , E, 是 上 三 角 阵 , H 
Ar = Rut orl, 
那么 这 样 的 求 特征 值 的 方法 , 称 为 带 位 移 {ow} 的 QR 方法 ， 
现在 来 看 QL 分 解 是 怎么 进行 的 ， 记 Q= [d d ^. 
aa], A—ol= [@;, a», +, A4], 


ls 0 


lor laa 
D=| la de lss > 
lai la lns lan 
比较 A-oI-QL 两 边 知 
Cn 一 lass, 
B laal =1, 故 lan = | a,l, 如 果 取 5,770, 那么 由 Cn 唯一 确定 
lan 和 Qs。 再 由 
0,7 q^, n-1 t CQ ilis iini, 
或 CQ 17 1， n-1 = 04—1— Can 1， 


根据 (Q.—1, qn) = 0, 得 
li 一 (an, Qn) , 
同样 确定 bassi [G01™~ Qus ill, 
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Qi (G, 一 Grln,n_1) PET 


一 般 地 有 
Qi = 0— Quia Quslus — Qu, 
其 中 ln= (Gx, qj), 
j=k+1, kt2, =, n, 
lu a,— 3 qi | 
j=kF1 


如 果 0,3544 ERSE EP. X 
《zx 一 $ qi; =0, 


也 即 05, 0,1, 0, 线性 相关 ,于 是 det(4 一 7) =0, H or 
是 4 的 一 个 特征 值 ， 

反之 如 果 o 是 4 的 一 个 特征 值 ， 则 至 少 存在 一 个 HO. 
及 ,x 一 0， 实 际 上 车 o 是 4 的 特征 值 ,那么 det(4 一 o7) 一 0, 从 
而 至 少 有 一 个 上 , 使 得 du, Qui, c 0, 线性 相关 ,但 


Ux = di— 之 ， 9i, 


iz 


有 («.- > Qilin, q.)-9, i=k+1, … n, 
j=ktri 
因此 之， Qs 是 (05,1, Ona, o, 04) PX a REMM, 


因此 a,- 3 dln- 0, 从 而 推出 
t,x = 0, 
于 是 关于 QL 方法 有 
定理 3.1 存在 一 个 正 整数 b 使 一 0 的 充分 必要 条 件 
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E. o 为 4 的 特征 值 ， 

mE o 不 是 4 的 特征 值 ， 那 么 bn, I, et, lm 都 不 为 0， 
这 时 4 一 oT 的 QL 分 解 中 , R go Qua, …， 生 的 过 程 , 即 为 
35€, d.i, e, di 正 交 化 的 过 程 。 并 且 @ 和 二 是 唯一 确定 
的 . 

在 计算 中 如 果 遇 到 ls 一 0, 但 计算 还 要 进行 下 去 , 那么 可 
取 gi 为 任意 与 Qi Quo, cc, d 正 交 的 单位 向 量 。 然后 继 
oR qua, c, d: 

Q 方法 的 第 二 个 重要 性 质 是 : 

定理 3.2 ”如果 4 REDE, 则 4 也 是 同样 带 形 的 抵 
EE, 即 保持 原来 的 带宽 . 

证 明 由 


1 


la, n—i 


(Ani = lr, nagn) 2? 


ee 


q= Ha- 3. dlr), 

可 知 @ [Q., da -, 0d 的 对 角 线 以 上 部 分 是 保持 与 4 相 
同 的 带宽 。 因为 工 是 下 三 角 阵 , 因此 LQ 在 对 角 线 以 上 部 分 
仍 保持 与 4 相同 的 带宽 , 但 A-LQ-oI 是 一 个 对 称 和 矩阵 ， 
因此 它 的 对 角 线 以 下 部 分 , 也 保持 与 4 相同 的 带宽 . 证 毕 . 

推论 车 4 是 对 称 三 对 角 和 矩阵 , 则 A 也 是 对 称 三 对 角 算 
H. 

下 面 考察 QL 方法 跟 QR TERZA. W TER A-I 
进行 QBR 分 解 , 即 

A—cI-QB, 
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Q 是 正 交 阵 ,如 是 上 三 角 阵 . 对 同一 个 矩阵 4 一 c7, 进行 QR 
分 解 得 到 的 正 交 阵 @， 与 进行 QL 分 解 得 到 的 正 交 阵 显 然 一 
般 是 不 相同 的 . 因此 我 们 为 了 区 别 这 两 个 正 交 阵 , 我 们 用 
Qa CB) XE B 进行 QR 分解 得 到 的 正 交 阵 , Re 表 此 分 解 的 
上 三 角 阵 , 而 用 QO) 表示 对 B 进行 QL 分解 而 得 到 的 正 交 
BE, Ls 表 此 分 解 的 下 三 角 阵 . 
w I= (en en …, el) ,有 了 -1 一 了 
引 理 8.1 i qet(B) 关 0, B—TBI,Wl 
Q(B) =]Qr(B)Ī, Lg-— I Rf, 
证 明 B-IBI-IQ.G)RsI —IQ,(D) TIR, 
因为 了 Rs 了 是 一 个 下 三 角 阵 , 而 ?7Qa(B) 了 是 一 个 正 交 阵 , 故 
上 式 表 示 了 记 的 QL 分 解 ， 但 因 dei(B) —det(B) +0, [yt 
QL 分 解 是 唯一 的 , 故 
Qz(B) - TQ4(B)T, 
同时 还 知道 Lg-lRBj], WES, 
定理 83.3 设 矩 阵 序列 GG, Cl) 分 别 是 使 用 QL 方法 
和 QB 方法 所 得 的 序列 ， 所 带 的 位 移 都 是 (o. 如 果 A= 
TAI, Wi 
A,-IAI 
对 所 有 > 成立. 
证 明 4,—0417 -QL(AD LA, 
A. —oiI- Qi) RI, 
As= LAQLCA) 十 ai7， 
TAI-TL,IIQLCAOIMo,I 
= RiQa(Ai) +0 = 7, 
辣 理 可 证 上 =3, 4, … 有 
r= lAl, uS. 
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从 定理 3.3 可知 ， 对 某 个 绰 阵 进行 QL 方法 求 特征 值 与 
sore noa restet moie 
n n—1n—2 .… 1 
阵 进行 QR 方法 是 一 样 。 在 历史 上 是 先 提出 QR 方法 的 , 但 
是 对 于 有 些 矩 阵 它 的 元 素 的 数量 级 小 的 在 左上 角 ， 逐 渐 向 右 
下 角 增 大 ,对 于 这 种 矩阵 , 计算 经 验 表 明 , 使 用 QL 方法 , 常 更 
加 有 利 ， 这 种 矩阵 在 工程 技术 问题 中 ,常常 遇 到 , 因此 Q 7$ 
法 有 独立 讨论 的 必要 . 
JU QL 方法 与 乘 宪法 、 反 迭代 法 的 关系 。 
对 于 带 位 移 {ow} 的 QL 方法 ; 
Ai= A, 
Aya = QA = QmQi ai RIAR Q, 
id P= QQQ, 
故 Arya = PrAiPx. 
REA: PRAE vi 作为 初始 向 量 ， 
Ui 1— (A— 05) Vr/vE, (4) 
取 vy E [Vr] — 1. 
反 送 代 法 : 取 单 位 向 量 us 作为 初始 向 量 ， 
(A— o,)tty 1 — Hy, (5) 
E er BE ftal =, 
定理 8.4 如 果 序 列 {ox} 中 没有 一 个 04 是 4 的 特征 值 ， 
并 且 若 位 =e t 旨 一 2@i, 则 
Uji:—Py€, Ugy De, 
证 明 因为 4 一 Pz4P， 
[54 Pár =P, 
P rlr P CAN DEEN l 
= Py (Artikal) = (Apl) Pr 
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Pralnie = (A —Gy,il) Pren, 
D D Py uie (A— Ory) Pues, 
HH Pael —1, 9T 5 (4) LEGE, KERES 
Py,46,— (A— 0y411) Pren/ D, (6) 
又 由 
P,e,—Q:6,— (A—o1I) e,/15 = (di -oD vi/ Ion, 
因为 Piel = 1, i v= Pien, 再 从 (6) 就 知道 一 般 


U,,,— Pren, 
HI E — vy, 
另外 TsrPrii 一 Pei(4 一 aer7)， 
或 了 si 一 (A— rI) Prrs, 


P, Line = (A— 05,11) Prae, 
UP Prei = (A—0,,11) Php16, 
易 知 Ur i= Prei, uu, 证 毕 . 
从 这 个 定理 可 知 当 ow 一 o 一 const Ri, Pr 的 第 一 列 常 收 
敛 到 使 1/1h% 一 o| 达到 最 大 的 那个 特征 值 % 所 对 应 的 特征 向 
E,m BA 
Ar,1= PrA Ps;, 
可 知 Asus 的 元 素 afi DÀ, a8 了 一 qh?>0,1 一 2,3,…,%, 
同样 可 知 P, 的 第 n 列 ， 当 ow 一 o =c0nst Hj, Wr Si 
使 [Ao] 最 大 的 特征 值 %; 所 对 应 的 那个 特征 向 量 ， 也 有 
attdi, aD gtd >0, 1=1, 2, .…, n—1, 
上 述 推论 都 是 假定 使 1/ M-o] 达到 最 大 的 特征 值 和 使 
1% 一 oc| 达 到 最 大 的 特征 值 都 只 有 一 个 , 所 对 应 的 线性 无 关 的 
特征 向 量 也 上 只 有 一 个 , 才 获 得 的 ， 从 乘 宪法 和 反 闪 代 法 得 到 
的 结果 , 收敛 速度 都 是 线性 的 , 因此 并 没有 显示 QL 方法 的 内 
在 优点 。 
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E d 


$2 用 于 对 称 三 对 角 和 矩阵 时 的 QL 方法 的 性 质 


我 们 的 兴趣 是 在 将 QL 方法 用 在 对 称 三 对 角 和 矩阵 上 ， 因 
此 我 们 要 了 解 QL 方法 对 于 对 称 三 对 角 和 矩阵 有 那些 重要 性 


ER. 下 面 记 
oo Bi 0 
| l 93 Bs. | 
T= t. "n 


Be n, KA 
0 a Os 


是 对 称 三 对 角 和 矩阵 , 


f-LQ-cI- 
0 Beau 如 


定理 3.5 车 了 不 可 约 , 则 工 的 对 角 元 lo, ls, e, s 


不 为 0. 
证 明 因为 了 不 可 约 ， 故 Buy Bs,…， Bui 全 不 为 0. 
人 了 一 o 了 的 第 nn 列 
t, (0, O, e, 0, B,.1, 04—0)^ 7-0, 
故 bs |t] #0, 


T 的 第 n-i 列 [^ (0, 0, un 0, Bn-s, 95-1779, Bi) T, 而 
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加 _1 一 n,n-1Qn 
的 第 ?一 2 个 元 素 为 Ba 天 0, 故 
bas n-1*7 | 加 一 la, n-1Qn | + 0, 
以 此 类 推 可 得 1 2 n-27-0, la n-3 #0, un" I 50, la #0, 证 
iB. 
推论 也 不 可 约 ，i1 一 0 的 充 要 条 件 是 ，o 是 了 的 特征 

值 . 

定理 3.5 和 它 的 推论 加 强 了 定理 3.1 的 结果 . 

定理 3.6 若 了 不 可 约 , 则 


BB. (n 


laa, Ll 


证 明 
0 


Bn- 
0,— 9G | 
因此 qa 的 第 mn 一 1 个 分 量 为 B。:/to， 第 工 个 到 第 m 一 2 个 分 
量 全 为 0. 由 
log 一 加- 3 lag, k=2, =, n—1, 
可 知 qx RR E—1 个 分 量 为 Bo_1/tww， 第 土 个 到 第 5 一 2 个 分 
量 全 为 0. 
由 f—LQ4cI, 
个 的 第 5 行 第 i+1 列 为 所 是 荆 的 第 纪行 与 @ 的 第 stl 列 
Q1 WR, EUM luBu lai ua EX 


BL B, i=1, 2, =, n—1, GEH, 


laa 
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Wri 作 不 可 约 ， 且 o 不 是 全 的 特征 信 ， 则 全 也 是 不 
TH. 

推论 2 也 不 可 约 , 则 Ê s, s-a RHO, w I= 
的 充 要 条 件 是 为 人 的 特征 值 . 

从 (7) 知 饥 是 o 的 连续 函数 ， 因 此 当 o 充分 接近 特征 值 
时 ,| 局 ,| 就 会 很 小 ， 而 当 LES] 很 小 时 , a 就 接近 了 的 一 个 特 
征 值 。 后 面 这 句 话 可 以 证 明 如 下 ， 

记 了 J 的 特征 值 为 01, Oa, …, On, 由 相似 性 分 的 特征 值 也 
R0, 0, 06, dd 


à; 0 
0 & Êa 
T-| Ro 8v 
woo Pa 
LP 
它 有 一 个 特征 值 旬 ， 而 
| oÊ 0 
B 0 o l 
-7 — 97. -lA 

EN 


0 "00 
HOSP PERKE SEXE DOR 9, p. 462], 知 可 找到 人 
的 一 个 特征 值 ,使 l 
[à —6,] «|f — T1 — |Â]. (8) 
利用 Wielandi-Hoffman 定理 [文献 9, p. 452] S 
(&;—6)2-- (0,—9,)?4------ (010, )? «28, (9) 
-- 85 一 


这 里 ĝ,, Ut, 9, _， 是 Parn 的 特征 值 ， $i, iat, dn- 是 1, 2, US 
$—1,41, % 的 一 种 排列 ， 

(8)、(9) 两 式 告诉 我 们 ， IOS SRM fee Ee T, 使 用 带 
AU (o1) AL 方法 , REEE, RATO, iR T? W B. 
充分 小 时 , 它 的 om 即 为 一 个 近似 特征 值 , 接着 只 要 对 TE 
f: QL 方法 , 求 其 余 的 特征 值 ， 这 样 每 求 一 个 特征 值 , 还 
可 把 矩阵 降低 一 阶 ， 求 到 的 特征 值 还 可 以 用 (8) 式 和 (9) 式 来 
估计 误差 , 这 就 显示 出 QL 方法 的 优点 ， 这 里 也 可 看 出 (8) 和 
(9) 那样 的 估计 式 的 意义 , 如果 能 改进 (8) 式 、(9) 式 的 结果 , 是 
很 有 实用 价值 的 ， 

W. Kahan 在 1966 年 曾 考虑 过 如 下 的 问题 ， 对称 三 对 
AEE T 中 某 一 个 8, 用 0 代替 后 的 矩阵 为 下, 它 的 特征 值 为 


0, Ôn, +, On I 23 (一 的 * 能 和 得 到 比 (9) 更 好 一 点 的 估 
计 式 ， 他 给 出 了 一 个 结果 


n 2 2 Q2 
S -人 2 < Bi 2 9B; 
& (8-0) brem [208+ Er) 


其 中 — 
ð= (04,1 一 a) /2, p = a —1/ / 2 ) (Bi +e), 

见 文献 [10，p, 134] . 

对 于 (8) 式 至 少 可 有 

定理 3.7 对 称 三 对 角 矩 阵 人 的 特征 值 为 Oa Oae, Oas 

ShOS Shn, 
T WRA B. M O RERE T, E REED fa Ó, …， 
Ön <en 假定 B ;十 620 则 
12 一 多 <184. (10) 
证 明 ”不 失 一 般 性 假定 BOO, 4 
T-—T--H, 


0 0 
[ 0 f£ 
"Ru zif 


. 第 计 工 行 ， 
0 Us 0 
"00 

A E 的 特征 值 依 小 到 大 次 序 为 —8;, 0, 0, =, 0, B, 记 对 
应 的 特征 向 量 为 ba, ba, e, Dn, DA 


b= 一 一 一 (@;— @i41) n 


Jg 
b,— Jg ees), 

ia 7 WE fi OL 对 应 的 特征 向 量 为 o 利用 极 大 极 小 原理 

CA, [9] sk 2k -B28 4 Sog 38 4.0) 


0, max min p(z, T), 
Vn-jn VEV njat 


这 里 p(w%, B) = (Be, x) / (s, &), witi 是 一 个 % 一 9 十 工 维 的 
RETZA. TÆ 
0,2 min p(w, D, 


rCír,dcjnoxa 
右边 的 极 小 是 能 达到 的 , WE d AES, 可 设 [6| —1, 
0,7p(&, T) - p(&, T) c p(&, E), 
对 于 远 可 分 如 下 两 种 情况 ; 
1. 车 谢 是 到 的 对 应 特征 值 久 的 特征 向 量 ,此 时 
p(&, T) —8,, 

下 面 证 明 此 时 有 o, E) 7 — 8,, Sc Es EBR 20 Tb, 否则 
b, T jy o O, 的 特征 向 量 , 但 
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(f Bb, 


1 。 
= f (0, Tu 0, Bia, 5,*, 一 Ba 0, 0, Ut 0)" «0, 
2 第 1 一 1 列 第 ?十 2 列 


BL GE, b)? - M1. 
者 z=% hb, 
p(£, E) = — Bhith: > — Bi 
2. RE T 的 对 应 色 的 特征 向 量 ,此 时 
p, 75-8, p(z, E)2-—f, 
因此 不 管 哪 种 情况 都 有 
0,70,— B;. 
又 利用 


0,—min maxzp(w, T)< max p(w, T), 
Vy  s€V; € ) 


TETE Ej 
ERREI 0,—0,- B, 故 
10,—8,| <B. 

MEHR., (9). GORA (709) 中 T9? 的 B; 趋 于 0 
的 速度 快 , 那么 a SP TT 的 某 个 特征 值 的 速度 也 快 . 

下 面 我 们 再 给 出 一 个 估计 应 的 关系 式 ( 见 文献 [10]). 

定理 3.8 设 T-oI=-QL, 了 =LQ+ol,Q= [gy gs,…, 
EEX, DETZA, E @ 5 es 的 夹 角 为 9, 则 


(T—-oD)qQ = Ue, (11) 
|&.| - l| sin 6|. (13) 
证 明 T—ol-QL, 
T—cI-I!Q'* 
(T—cI)Q-L7, 
故 (7—01)9g; 7 lue, 
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QDXkuE. 又 
Q? — TQ, 
ik &qi+ bigs= Ta, 

Pigs — Tq. —à.q;— Tq; —q1T qq; — (I — qq) Tq. 
-(I—4:91) luei +g) 
—-h(-quqi)e-hi(e:—q:c0os0), 

于 是 B1 — 8, (1. —2 cos? 9-1- cos? 0) =l sin3 6, 
HADR. wt. 

推论 lÊ | la, 

由 定理 3.8 可 知 ,为 了 估计 Bi 的 收敛 速度 , 估计 Pa 是 很 
重要 的 一 环 ， 我 们 利用 第 2 章 定理 2.6 的 结果 给 出 如 下 的 
la 和 应 的 表示 式 ,参见 [31]. 

定理 3.9 设 了 J 不 可 约 , 则 

Us — det(T —oI)?/o, (13) 
其 中 

w =det (T'4, —01)?-- (det(Ta — 01) B1)? 

+ (det (T4, — o1) B182)?-- + (B1Ba- Bs). 
(14) 

WEB) 先 设 不 是 了 的 特征 值 ， 故 det(T—o1)$0, H 
(1D0T —oI 是 一 个 对 称 三 对 角 阵 ， 因 此 qi 的 分 量 qu (= 
1, 2, =, %), 可 以 利用 定理 2.6 有 表示 式 


Lr pia Big Bia det(Tua,- oT) 
do CDU det(T o1) ， 009 


fa S d o1 
Hs (det (Pan o D*4- (dot (Ts, 0) B) 
+ (BBa)? /det (TP o Do, 
BUS T 不 可 约 , 故 mi> 0, 于 是 即 得 (13)， 


如 果 a 是 了 的 特征 什 ， 网 知 det (T — o1) =0, (13) 
自然 成 立 。 证 毕 ， 

定理 3.10 设 了 不 可 约 , S wi 如 定理 3.9 中 所 定义 ， 

€ — det (Ts,s— ol)?+ (det (T4, — 01) 83)? 4 --- 
+ (BaBa Ba, 
则 
ĝi= Bi det (T —a )*o3/o, (16) 
证 明 由 定理 2.8 A] 


B= sin? 6, 
但 Q1; — cos 6, sin*9—1—415— 3 di, 故 由 (15) 


sin? 9 = i (BBa Bi. det( 4,0 D) )*/det(T —o 1)? 
—[fio./det (T —g1)-— Bias/o1, 
& Bi-8, sin? b= det (T — c1)? x Pos 


w G3 
一 BY det (T — cI)*ws/od, 证 毕 ， 

(16) 式 给 QL 方法 的 收敛 速度 估计 提供 了 非常 有 效 的 公 
式 . 由 此 可 知 忆 收敛 于 0 的 速度 , 依赖 于 det (T —oD) 收敛 
于 0 的 速度 .对 于 不 同 的 位 移 o, 就 有 不 同 的 det (7 — 0,7) 
收敛 状况 ， 本 章 的 最 后 两 节 要 介绍 两 种 最 常用 的 位 移 {c 过 的 
取 法 ,并 分 析 带 那 种 位 移 时 ，QL 方法 的 收敛 状况 . 

在 研究 收敛 性 前 ,我 们 先 介绍 一 下 : 用 旋转 阵 逐 次 相 乘 来 
实现 QL 迭代 的 计算 方法 ; 它 可 以 有 递 推 的 计算 公式 , 并 且 可 
以 节省 计算 量 。 对 于 对 称 三 对 角 和 矩阵 了 ,和 位 移 o, T-ol-— 
QL, 人 -LQ+oT, 我 们 要 给 出 从 人 求全 的 计算 公式 , 也 即 从 
Q4, Oo, ***, Os, Bs Ps, … Brn_1 求 色 ， ĝa, Us, Ĝn, Bi, ĝa, Ut 
B. i 的 计算 公式 ， id a=, k=1, 2, =, n, Bl 
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Bi Ta Bo 
Us "s Bea 
0 Bas om 
BEERE Brin 将 a1, n) 位 置 上 的 元 素 化 成 零 。 


a & 0 
I B 0 | Bi aa Us 


PEE Bs 
0 s « | Bes Bs Baa 
0 Bai an 
a Bi 
NES 
Ba ~ ID 
-l MUS Bes | 


MITT 
GoBn_a Oncin-1™— SnBn_1 Con -1— Snn 
SaBn_a SnAn-1+ Bn-1Cn Snfn-1 F Cnn 
为 了 使 (nm 一 1 从 位 置 上 的 元 素 为 0, 只 要 osi Sata = 0, 即 
得 


一 AD pe 
Cn 一 On/ Tn, Sn 一 Bas if Tn, Ta.— ^N a +Bi_i 2 
id ia Spa 2, 0s = Sii c Bs. -1Cn, Pnt m Cn0n—1— Son 1, 
=- 91 一 


于 是 上 面 等 式 右边 的 矩阵 是 
a Bi 
DEN 0 
| VM Bs 
Ba-3 oa Ba- 
Cnfs-3 Pri 0 
0 加 Quo Tn 
对 Rain T 一 57) 再 左 乘 旋转 阵 Raani 将 (nw 一 2, n—1)f 
置 上 的 元 素 化 成 零 . 
Rn,n_1Bn_1,n(T —01) 
a. f 
BC 
an3 Bn_s 
On-iBn-s Pa- O 
n-i Qn- Tni 
ba Un Ta 
其 中 
1 一 Biza t Duas, 
$5177 Bu 2/ Tni, Cn-177 Dn-a/ Tn 1, 
Pn_2— 6 105-2 — 85-16 n 2, (17) 
Qa-1= $5—10n-2 F Gn-1CnfBn—2, 
in-1 = Sn-1Bn-3, 
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将 (17) 式 与 前 面 Rain 旋 转 时 的 量 进行 对 比 , 就 会 发 现 ， 
如 果 令 an= ps, 0.11771, 就 有 一 般 的 递 推 公式 ， 


n= (B+), 

Sy By i/i, Ck=Pr/Tr, 

Pr-1= Crar-1— SkCy 3x1, (18) 
Qx = Syüt 1 CyC y 1, 

t= SpBrs, kn, n—1, =, 2,* 


0 a s ^n 
同时 知道 
Q= BR; asas nci Has Ri, 2. 
现在 来 考察 LQ-—LH, ,,H, 2,577 B5, sR1i,2, LB, 4s H 
UE LBiEAWmLE. 2 BONOS 局 _2,w-1…R3,sRiz, 不 
改变 最 后 一 列 ， 因 此 从 LRL 的 最 后 一 列 可 以 得 到 局 _: 和 
如 。 通 过 简单 的 相 乘 得 到 
PN (19) 
Qn — Gnn t Tnn FO, 
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LH, n7 


n Qua Tain 局 ， 
人 GnSn t TnOn 
对 Zr tv FAR Esa, 只 改变 第 n 一 2 列 和 一列 ,得 到 
f Bs = Tn28n—1, 

Gi = Onin- + T's 100001 +e , 
在 LB; a7. o, a-1i 中 (n —2,n— 2) 位 置 上 的 元 素 变 成 Cn—1Tn—2, 
比较 (19) 5 (20) 3 WRF JE SJ Cni 一 i, B i731, 则 有 一 般 
的 递 推 公 式 


(20) 


^ 
Bk= TiSk 44, 
^ 
Orpi = QuiiSp o1 H Ty 108543084117 0, 
k=n—i, n—2, C8 1, 


à, — fi£9 + e, 
考虑 到 Ty43C64177 Pii; 上 式 可 以 写成 
By TyS 1, 


y 3 Qui) T Prius 2-0, 
k=n—1, n—3, en 1 
i= 1094-0, 
(18) 式 与 (2 了 ) 式 合并 在 一 起 , REAT 计算 企 的 计算 公 
式 , 在 (8) 式 中 的 如 这 个 量 , 在 (2 蕊 式 中 没有 用 到 , 在 (18) 式 
中 的 其 他 量 中 也 没有 用 到 它 , 因此 可 以 不 必 计 算 。 这 样 总 共 
M: 
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(21) 


2 


加 减法 运算 。 5n 一 4 次， 
乘法 运算 10n -9 次 ， 
除法 运算 2n—2 次 ， 
开 方 运算 n 一 次 , 

一 般 计算 机 对 开 方 运算 总 是 多 费 一 点 时 间 ， 因 此 很 多 数 
值 分 析 专 家 要 想法 把 开 方 运算 去 掉 , 对 此 提出 不 少 算法 , 其 中 
O. H. Reinsch 在 1971 年 发 表 的 文章 [11] 中 的 算法 是 非常 
成 功 的 。 他 是 对 QR 方法 来 说 的 ， 我 们 将 它 修改 成 对 QL 方 
法 使 用 的 , 介绍 如 下 : 在 算式 (18) 和 (21) 中 引进 二 个 新 的 量 

hv—PrCptis Jr Py/ Cet, 
有 加 = ga— ps 0s, 再 注意 到 成 立 等 式 


Cu 1 一 SrDx， 


于 是 从 (18) 式 
Pr-1 = C01 — SyCk 1B, 
可 得 
i-i 77 081 — SO 1B /ex 一 0 —1— SiC BR / Eu 
= 0.1 — SC 1 / S Pu — 4-1 — Bi-i/ gr, (22) 
这 是 一 个 从 gr 算 gus 的 递 推 公式 , 式 中 没有 开 方 运算 . 又 
hy 4— gy-3px/ TE, (23) 
也 即 知道 Pr, rx 后 可 以 算 uas 而 
r= pit Bias (24) 
pia gx (25) 


这 些 都 是 没有 开 方 运算 的 算式 ,它们 告诉 我 们 从 下 可 以 不 经 
开 方 运算 , 得 到 yw Po 加 gx, 因此 下 面具 要 将 应 和 钢 用 这 
些 量 和 全 的 元 素 表 示 出 来 , 表示 式 中 要 求 不 包含 开 方 运算 . 从 
(21) 
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Âr = Qu iSi iT Prilepa HO 
= hpa HO +H (Sy 10 + Cy 168421) $41 
had o Sta uui), 
â= ritato = hito, 
=r, 
综合 这 些 式 子 得 到 无 开 方 运算 的 QL ARHAR, 
初始 pn 一 gn 一 如 二 an，  ri—Peb Bu 
St= Be_1/7%, 
âr — hr tots (arat ho), 
£u 17 Ap- — Bii gx, 
l3 — gy-ipi/ TE, Qx-1— Qk-i na, 
i-i — Dia 4- Bis, £79, 
Ba rias, 


k=n, n—1, =, 2 


一 


-人 moau 


(26) 


t Gh, Fo, 

这 是 从 O4. Qa, ^**. On. Bi, B, ttu Bia 算出 âi 如 、 Mer" 
ân Bi Êh …、 Ba 的 公式 .尽管 算出 的 不 是 应 而 是 成， 
但 是 对 QL 方法 来 说 , 这 是 没有 妨害 的 ， 

不 计 从 B, Ba 0, Ba 得 到 BI，B3,…, Bx-1 的 计算 量 ， 
总 的 计算 量 是 

加 减法 运算 Bm 一 3 次 ， 
除法 运算 ”3m 一 3 次 ， 
乘法 运算 : ” 4m-3 次 . 

在 计算 过 程 中 遇 到 g: 之 0 时 , 可 以 用 小 的 正 数 5 来 代替 ， 
计算 可 以 继续 进行 ,从 gc 表示 式 中 可 知 这 样 的 代替 相当 于 对 
0 有 一 个 摄 动 , 变 成 a 十 6; 只 要 8 充分 小 , 仍 可 使 求 得 的 特征 
值 满足 预定 的 精度 要 求 。 


83 带 Rayleigh 商 位 移 的 RL 方法 


对 于 带 位 移 {ow} 的 QL 方法 : 
TH— gpT = Qr Ly, 
Toto LQ + ex, 
如 果 TH=T, 


o(? (e) 0 
k) (k 
Bí ag? . Bs ? 
w) te n% 
T = ta * E 


ge 
| Ü ge ot 
而 取 of 作为 ox, 那么 这 时 的 QL 方法 ， 称 为 带 Rayleigh i 
位 移 的 QL 方法 . 
为 了 弄 清 为 何 叫做 Rayleigh 商 位 移 ， 先 要 了 解 什么 是 
Rayleigh 商 ， 对 于 任意 对 称 拭 阵 A, 取向 量 a0, 那么 
p (2) — (Aa, a)/ (v, a) | 
称 为 4 EISE æ BE Rayleigh 商 ， 它 当然 眼 4 有 关 ， 因 此 
有 时 为 了 强调 一 下 对 应 的 矩阵 ， 记 为 o(m, A), 由 对 称 和 矩阵 
的 极 大 极 小 原理 知道 p(w) 的 极 什 就 是 4 的 特征 值 ， 因 此 可 
以 通过 Rayleigh 高 来 求 得 4 的 特征 值 ， 
所 谓 Rayleigh 次 选 代 法 ,就 是 一 种 求 对 称 和 矩阵 特征 值 和 
对 应 特征 向 量 的 方法 ， 算 法 如 下 ， 
1. BC-A- ILE as, ios 
2. 计算 pr 一 p (wp); 
3. 如 果 det (AT) £0, RA Eo D rm R 


Vuoi, 再 将 Vua 标准 化 成 为 Erst, Err ™Yrn/ Yri, ME 
19.3 IK, ox 作为 4 的 特征 值 近似 值 ，wxsi 作为 对 应 特征 
向 量 的 近似 , 计算 完成 ， 

WR Y| KERK, M kik t 2, 

如 果 det(A- p) —0, 从 

(4 — prl) Xr =0 
算得 单位 向 量 Era, pr, Erga 是 4 的 特征 值 和 对 应 的 特征 向 
量 , 计算 完成 ， 

对 于 Rayleigh HERE, 是否 从 任意 wi 出 发 , os 都 是 收 
AE A 的 一 个 特征 值 ? 这 就 是 Rayleigh 商 迭 代 法 的 收敛 性 
问题 ， 我 们 先 不 来 回答 这 个 问题 。 还 是 再 来 回答 那样 的 位 
移 ,为 何 叫 带 Rayleigh 商 位移 。 Ain FEM LO], 

定理 3.11 xp 7O T wt Rayleigh 位 移 的 QL 方法 
获得 矩阵 序列 {TP}, MA wi 一 @1 Ht Rayleigh 迭代 法 获得 
的 序列 (ox) ,成 立 如 下 关系 

px oj, (27) 
Xr = Prei, (28) 

证 明 因为 

p= (Tæ, Ww) / (x1, %1) = (Tei, ei)/ (es, 61) ot", 
因此 (27) 式 对 k= 成 立 ,又 

(T ~p Y=% =e, 
由 定理 3.8 XI ys 与 ai? 至 多 差 一 个 正常 数 因子 ， 即 a. gi? 
一 Qie@1 一 Pie, 因此 (28) 式 也 对 == 成立， 
现在 用 数学 归纳 法 , 假定 (27)、(28) 对 =1, 2,…, jH 
成 立 , 考虑 上 =j 十 1 的 情况 ,此 时 
Qi (T8544, 94,3) / (85,3, 541) 
= (T Pie, Pe) = (PIT Pei 6), 
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但 由 QL 方法 知 
PITP,-—TG*D 
成 立 , 于 是 01,17 (T9*De,, ej) =a? 
X (T —0,,3)91:3— 521, 
(T ~at) Y= Pg, 
(PjTP,—of^ ) Py sei, 
(TID gg) PP 和 ja 一 el 
再 由 定理 3.8 知 Pit 5j gi ^ P 至 多 差 一 个 正常 数 因子 , 即 
Pym TR, 

或 Uis TP Qe Pues, 
从 而 Xia = Pie, WHE. 

根据 这 个 定理 可 知 , 带 Rayleigh 商 位 移 的 QL 方法 中 的 
Bi 是 否 收敛 于 零 跟从 e 出 发 的 Rayleigh HÆRER IA, 
是 等 价 的， 实际 上 , 若 orh, 6:3& T B — P RHET, 09 
y. 是 对 应 0, 的 单位 特征 向 量 , 于 是 按 定理 3.11, P, 8928 1 30] 
BTY, 由 

THD = PITP,= Pj[0ayc Te, Tga, +, Tg.) 

All 87*?—0, 这 里 8 是 趋 于 0 的 向 量 , Da, e Da RE IER RE 
Dy 的 第 2 列 …、 第 %w 列 ， 反 过 来 也 成 立 ， 如 果 9/990, n 
pehi, rY 

自然 人 们 会 提出 这 样 的 问题 : 对 任意 对 称 三 对 角 怎 阵 史 ， 
使 用 带 Rayleigh 商 位 移 的 QL 方法 ，B? 是 否 一 定 能 收敛 于 
Fr 下 面 的 例子 说 明 对 有 些 矩 阵 卫 ,B89? 是 不 收敛 的 ， 


1 
0 二 
3 
B T= i 使 用 带 Rayleigh 商 位 移 的 QL 方法 ， 
0 


2 
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TOT. g;—-o(?—o,—0, T? —c.I —QiIA, 
0 


1 
0 1 3 
Q= , i= 了 
1 0 


moto * , 


w| = 


由 此 可 知 T®=T®, k=2, 3, …, oy —of? —0 
1 


XN 
i 


2 
不 收敛 于 零 ， 

这 个 例子 当然 是 很 特殊 的 情况 . 在 这 个 情况 下 , Rayleigh 
HERA, HC: ei ox 也 是 不 能 收敛 到 特征 值 的 。 我 们 来 
考察 一 下 , 此 时 px 和 wx 的 状况 . 

Wi=@1, p=p(W1) = (Te, e) «0, (T —p,1)gys—9, 


1 
0 2 Yiz 1 
即 1 一 of 
> Yoa 
2 0 


, 0 0 

得 到 v-(;) mt 
pa p (2) = (T'as, 25) —0, 

再 由 (T — pj) ys — $3, 


© 


1l 

2 M Vis 0 
Rj = ; 

0 Yas i 
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to] = 


得 ys= (2, 0)*, wa (1, 0)", 

出 此 可 知 ，px 一 0， Say i = (L, 0)7, weap 一 (0, D", RE 
px 始终 是 0, 但 是 0 不 是 特征 值 , 吧 的 特征 值 是 0.1. 0, 一 
-io 对 应 的 特征 向 量 y= (1, 7/42, ys- (i, —1)"/ 
4/2. 恰 有 Py — 01-5, 203.1 (12-92) / NV 2, a= (1— 
y:)/^ 2. X— 90 I ER T B. N. Parleit 和 W. Kahan 
在 1969 年 给 出 的 一 个 定理 . 

定理 : 任意 取 一 个 单位 向 量 wi, 作为 初始 向 量 , Rayleigh 
次 迭代 法 所 产生 的 序列 ov. mu, 下 列 两 者 必 有 一 个 发 生 ， 

l. py 收敛 到 一 个 特征 值 ,wz 收敛 到 对 应 的 特征 向 量 . 收 
伍 速 度 是 三 次 的 . 

2. py 收敛 到 一 个 数 p, o 不 是 全 的 特征 值 ，wax KAR 
问 量 X, oari KASE w, vte Rx. c ET BN 
两 个 特征 向 量 , 此 时 收敛 速度 是 线性 的 . 

有 关 这 个 定理 的 证 明 , 可 参看 [10, 第 四 章 ], 不 在 此 介绍 
T. 

上 述 Parlett 和 Kaban 定理 指出 Rayleigh 商 和 迭代 收敛 
到 特征 值 时， 收敛 速 度 是 三 次 的 ; 对 于 带 Rayleigh 商 位 移 的 
QL 方法 , 如 果 81?—0, 那么 它 的 收敛 速度 也 是 三 次 的 , 有 如 
"TES; 

定理 8.12 设 T 了 不 可 约 , 它 的 特征 值 为 ba, Oa e Oa H 
带 Rayleigh 商 位 移 的 QL 方法 ,产生 (TO), 如果 eeo, 
oj?—46,, Jt H. 

|&t*| = [BP |*| des T) — D | WP) of], 
(29) 
这 里 
一 191 一 


w= de (T5, — o, D)? 4- (det (T£, —o,I) B3)? - 
+ (BPP BRY’, 


有 
lim op 一 人 n (8,6) +0, — (90) 
og — det (TH, — o, D)? 4- (det (TE — o, I) 85)? + te 
+ (BPPP -p 
是 一 致 有 界 量 ， 


证 明 8/90, Ha — 0,06, (参见 [311), 0, RET H 
某 个 特征 值 , 由 此 可 知 | det (722 0D ] 是 一 致 有 界 的 , 另外 
16 名 | 一 es， e) | «[79] - |T], $=1, 2,…, n-, W 
Jt, ox? 是 一 致 有 界 量 . 

PTOL 的 特征 值 为 00^, 029, 9821， 由 估计 式 (9) 知 
OP, OP e 022, ICON On, Oin e Oinas 


dei (T£) -o= 1] (4-09), 
故 lim dei (TH — ord) 一 I (8,— 8), 
由 此 可 得 。 limogp=( 直 人 @-0) ， 
lxi 
ATRIA, FET 的 特征 值 全 不 相同 ， 故 上 式 不 等 于 0， 
利用 定理 2.10, 有 

[B+] = | Bf? | | det (799 — oT) | (e gy? /lef?], (81) 

但 


det (TW — oI) = (of? -op det (TH — oI) 
— (BP) des (T) — oT), 
FR oi? =o ik 
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det (TX? - gy) = — (BP)? de (T$; —ov1), 
将 此 代入 (3 蕊 即 得 (29) 式 ， 证 毕 ， 
由 定理 3.12 可 知 8/0 时 ， 它 的 收敛 速度 至 少 是 三 次 
的 .。 但 是 满足 什么 样 条 件 的 对 称 三 对 角 符 阵 ， 可 以 保证 上 述 
BP>0, 仍然 是 一 个 值得 研究 的 问题 ， 


$4 # Wilkinson 位 移 的 QL 方法 


鉴于 带 Rayleigh 商 位 移 的 QL 方法 ,偶而 有 91? 不 收敛 
于 0 的 情况 发 生 ,目前 用 的 较 多 的 是 带 Wilkinson 位 移 的 RL 
方法 .这 种 位 移 取 法 在 Wilkinson 1965 出 版 的 书 [20] 中 已 
经 提 到 .1968 年 Wilkinson 在 文 [2 中 证 明 ， 这 种 取 法 的 
位 移 , 能 保证 对 任意 对 称 三 对 角 和 矩阵 , 81? 都 收敛 于 0, 并 证 明 
收敛 速度 至 少 是 二 次 的 ， 但 是 证 明 比 较 复 杂 , 也 可 参看 0. L. 
Lawson fij R. J. Hanson 的 书 [22, Appendix B], 

1978 年 Hoffman 和 Parlett 给 出 一 个 很 巧妙 的 关于 9t 
收敛 于 0 的 证 明 , 同时 也 给 出 在 一 般 情 况 下 A 0 (8:83) , 在 
特殊 情况 下 应 ~0(89 nli S EHE. 不 过 在 证 明 中 ， 用 
到 这 样 的 命题 , 对 于 方程 

(T—ocI)p-e& 
的 解 p= (m1, ma, Ig, …， Ma)”, 24 :充分 小 时 它 的 分 量 中 模 
最 大 的 是 xi 和 os, 这 个 命题 没有 严格 的 证 明 ，B. N. Parlett 
在 1980 年 出 版 的 书 [10, p. 155—156] 中 ,在 附加 条 件 
£30, B0, o0, (i=1, 2, 3), (32) 
证 明了 — |B/8i8:|1/|6.—6:|*|05 01] #0, 

这 里 我 们 证 明 SP0, 是 采用 书 L10] 中 的 证 明 , 关于 收 

敛 速度 的 估计 我 们 去 掉 了 附加 的 假定 (32)， 给 出 应 与 Bi. 
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Be、Bs、… 的 正确 关系 式 . 指出 如 果 Tim (a? 一 cm 大 0 W B= 


0(B3B3) .任何 情况 下 B o(1os—o|8183, 
先 介 绍 什么 叫 Wilkinson 位 移 。 对 于 


Qj [à 0 


^ . Bea , 
() Baa ' An 
EN ^ LET 
1 2 


€ [0 - ost ^/ (o — aa) 4-4/81]/2, 
oa 一 [oa 十 oa 一 W (e aa)” --481]/2, 
取 其 中 靠近 os 的 那个 根 , 作为 位 移 值 o, 带 这 样 取 法 的 位 移 ， 
称 为 带 Wilkinson wE. 当然 对 于 TO 来 说 上 述 eu, aa Bi 
和 都 要 标 以 有 的 . 
如 果 记 8 一 (we 一 xi)/2, 那么 


wi = 4 A/533- 82 -atat S -- Bi 
—2a4--84- A/8 4- =a —82/ (8— VEFE), 
即 c —o5— — Bt/ (8— A/9* -- B1), 
同样 人 3 一 0d1 一 —/ (8 + /8*4- Bi), 
因此 当 6>0 时 
[oz 一 oz| <|o—ail, 
34 8-0 Bj [o —a |< |w al. 
因此 当 92038 e= w, 4 85-0 R o —o,, FAR 
1, 8270; 
sign 5-| 
—1, 8«0, 
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不 管 那 种 情况 可 取 
o=o — sign 5(B1/ (]8] + /8?-- Bi). (83) 
因为 = 是 (2 2: Jetta t poit 
Bı % 
(a4 —0) (aa—0) — Bi, 
M (3) 可 知 [o4 —o| «f, 
等 式 只 有 当 6=0 时 才 成 立 。 同样 
lw 一 zl 和 lo 一 oj， 
等 式 只 有 当 8=0 时 成 立 . 这 两 个 关系 , 可 以 写成 
lmaol |. |&l -44 ou 一 el<, 


[8i] [e5—o | las—oc | 


最 后 的 < 号 中 的 等 号 只 有 当 8 一 0 时 才 成 立 ， 
现在 来 考察 , 带 Wilkinson 位 移 时 ,det(T 一 ac 门 是 什么 ? 
从 
dei (T —oT) = (o4 —o) det (T'4,,—01) — 81 det (T4,, —o1), 
而 
det (Ta,s—07) = (a; —o)det(T'3,, —o1) 
2 det(T4,,—01), 
于 是 
dei(7' — o.) = (a4 —0) [ (aa — 0) det (Ts, —0o T) 
— 8$ det (T4, —o01)] — 81 det (Tz, —o T) 
一 [(o 一 c) (a —0) — Bi1det (T4, —o1) 
— (œ — 0o) bidet (T4,,—o1), 
因为 (a1 一 0) (mz 一 0) — 81-0, fx 
det(T —oT) = — (0—0)p2det(T,,— oT). (34) 
定理 3.13 ” 设 对 任意 对 称 不 可 约 三 对 角 阵 了， 使 用 带 
Wilkinson 位 移 {ow} H QL F, REER A (793, 
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a BP 0 
BP ep gp | 


qa gp Us 7n ， 
C h BE | 


0 “BOD pt 
BE. aP 


则 8:0. 

证 明 ERA o ET BRIER, W 817? —0 B. 8? —0, 
>>k 十 1, 因 此 可 设 ox 不 是 了 的 特征 值 . 为 了 简明 起 见 ,在 证 
明 中 省 略 序列 指标 b, 以 Gs, B. 表示 THD 的 元 素 , 以 os, BE 
示 T? 的 元 素 . 

.利用 $2 定理 3.9, 对 一 切 位 移 成 立 
Bi =det (l —o I)? /or, 
€ — det (T2, — o1)? + (det (75,4, — o1) 81)? 
+ (det (Ta,s — o.) 8182)? - --- + (8183 Ba-1)*, 
(T —oD gq= tne, 
Q11 133 det (T4, —01) /det (T 一 57)， 
qa= 一 Pa det (Ts, —01) /det (T —o1), 
UE (a —0) Qu Biq921= lii, 
或 者 
a-o an +(e) 


det (T2, — o1) det (了 一 GD) 
因此 点 ( det(T —o1) ' -Bi det (T oI) ) 在 直线 


(ao 一 DJ)Z 十 0 一 工 
上 .而 该 直线 高原 点 的 最 短 距 离 为 1/V (0a — 0)? - Bi , i 
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一 Semn) * « (A. det (T's, Se Ten oD) 


det (7' —o.1) det (7' —o I) 
> 证 二 E: tB8i' 
-一 2 (2ta a—oTI) det (T5, , — oT) 
hl (ets dU) *(& det(T oT) cT) | 
<1/ E 9)*-- B) = (a —o)? - Bt, (35) 
这 是 对 一 切 位 移 e 都 成 立 的 估计 式 。 现 在 假如 取 的 c 是 
Wilkinson 位 移 ,于 是 
(a, —o)? <A, 
故 
x26, (36) 
再 从 
2 det(7 ,一 0 站 
aca (C det (T oD den) | 
£3 det (Ts, —o) det (74,4—90) V? 
T +( det (T —o) ) *(&& det (P —g) | 
利用 
det (T —øI) = — (a — o) B? det (Ta,n—oI), 
. 故 
2 1 Biba a 
lai GEA ( Ce Bz ) ] 


7n MOEDA EE ataa) ) 


art D 28:82 
gBi-2g8t 
EBD IBS AD In lg 
(V ZBA +E xz 28:181. 


<1/ 


(37) 
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下 面 先 证 B38B6s->0, 因为 
f-q'Tq, 
是 从 一 个 对 称 三 对 角 阵 正 交 相似 变换 到 另 一 对 称 三 对 角 阵 ， 
故 可 应 用 第 2 章 $ 3 的 极 值 性 质 
EIA = mmn [da (T) gl, 
FIR yA) = 从 一 aa) (% 一 0) ,于 是 
|:| <| (7 —a 一 oo 
一 | (T —a)luesl =Lu|B1|, 
利用 定理 3.8 的 推论 | 应 | «las, dk 
ELA «li |8:|, 
TE GT) 代入 上 式 , 即 得 
[Bl «72. | etes, 
而 4/2 /2—0.7071007--.—1, 这 就 证 明了 
Bi1Bs—>0. 
另 一 方面 
|&]*— FA |Â aatia 


<VT 8X2 |6: 1al = 166l, 


故 181| 0, 
从 而 证 明了 810, 证 毕 . 

下 面 的 定理 给 出 收敛 速度 的 估计 ， 

定理 3.14 对 任意 对 称 不 可 约 三 对 角 阵 T, du 
Wilkinson 位 移 的 QL 方法 ， 则 TC*» 的 局 与 To 的 之 
间 有 下 述 关系 : 


1 
|B| = læ — or] 18:1 82| det (725 —orD | (95?) */ I? |, 
(38) 
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这 里 
eX? = (det (T£, —o 1) )? + (det (TH, —o,D) 8)? 
+ (det (T, — or) BB) ++ (BaBe Brd) 
>( u (8, -6)) P 


B 0 E os 的 极限 . 
e$? — (det (TE, —0,1))?+ (det (T, — o, D) Bo)? 
+ (det (TO — oT) BaBa)? 4- --- -- (Bas: Bu)? 
是 一 致 有 界 量 . 


特别 当 
Iim|af? —o;| #0, (89) 
有 关系 式 ， 
IB = 18:]* 8| det (TH —oxD) | (og / (|a oy |a? . 
(40) 
证 明 因为 一 0, f o4— 030, 因此 o. 的 极限 存在 , 且 
Æ T 的 特征 值 9,, 参见 [31]. 
利用 定理 3.10 有 


Bt - gt de (P9 — o D)*9f9/ (wf)? 
类 似 于 定理 3.12 对 于 带 Rayleigh 位 移 的 讨论 ， 利 用 Bi->0 
有 n 
of» I| (0—8)? 


t+i 


HoP 是 一 致 有 界 量 . 
再 利用 oy 是 Wilkinson 位 移 , 故 成 立 
det (T? —g, 1) = — (a, —03) 8: det (T, — 0,1), 
于 是 fi- (m =o) BI de (TP os" P), 
BI (38) ARZ. 
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特别 当 lim|o£? 一 az| +0, 利用 91 一 0 一 1/ (oa — 05) tk 
kc 
得 


[Bl = 16.1288 dot (TE oD (24) */ (10s ex] af?) , 
即 (40) 式 成 立 . WH, 

从 (38) 式 利用 1o4—ox| <6 可 以 知道 ,Bi 的 收敛 速度 至 
少 是 二 次 的 。 当 条 件 (89) 成 立时 ， 从 (40) 式 可 知 收敛 速度 至 
少 是 三 次 的 .因为 orb, 如 果 Bz>0, 那么 ab, H} 
(89) 一 定 成 立 ， 并 且 1 局 | = 0(18,138 人 成 立 。 于 是 可 知 要 
lÂ | - O(18.|588) 用 不 着 再 附加 条 件 Be->0， 这 一 点 已 说 明 
定理 2.14 要 比 [10] 中 结果 更 强 一 些 ， 

关于 其 他 一 些 位 移 下 ，QL 方法 的 收敛 性 和 收敛 率 的 讨 
$, TAALI. EB 中 提出 了 一 种 称 为 RW 位 移 
的 新 的 位 移 , 它 也 保证 对 任意 不 可 约 对 称 三 对 角 甜 阵 T 情况 
下 的 Bi 一 0, 并 且 在 任何 情况 下 Bi 收敛 率 至 少 是 三 次 的 。 
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第 £a x 
解 特征 值 问题 的 Lanczos 算法 


Lanczos 算法 求 对 称 矩 阵 的 特征 值 是 1950 年 提出 的 
[23], 取 定 一 个 单位 向 量 qr 通过 第 2 章 所 介绍 Lanczos 过 程 
(7) 构造 一 组 正 交 化 序列 *1,Q2. Q8, Q= I9, ds, 7,41, 
则 AQ 了 是 一 个 对 称 三 对 角 和 矩阵 。 XX EAE PE A 的 特征 值 
问题 , 化 成 矩阵 了 的 特征 值 问题 ,后 着 自然 比较 简单 多 了 。 当 
然 .gs 38) gu), Q;— [*, Q5, …, 1 得 到 jxXj 对 
KEX JB Ek T, =A, 可 以 求 T, 的 特征 值 ， 作 为 4 的 特征 
值 近似 值 , 也 是 把 求 4 的 特征 值 问题 化 成 简单 的 求 T, 的 特 
征 值 问题 了 ， 这 就 是 Lanozos 算法 求 特征 值 的 基本 思想 ， 

但 是 由 于 舍 入 误差 的 影响 ， 在 求 qi 的 过 程 中 , 所 求 到 的 
qi 很 快 就 失去 了 正 交 性 , 因此 Lanczos 算法 50 年 代 、60 年 代 
被 认为 是 不 稳定 的 ,很 少 被 人 使 用 . 直到 1971. 年 0. O. Paige 
在 他 的 著名 博士 论文 [L3] 中 , 通过 舍 入 误差 的 分 析 , 发 现 失去 
正 交 性 , 恰 与 近似 特征 值 的 精度 提高 相关 . 重新 肯定 Lanczos 
算法 是 一 种 求 大 稀 玖 矩阵 , 两 端 部 的 特征 值 , 即 最 大 的 部 分 和 
最 小 的 部 分 特征 值 的 一 种 有 效 方法 。 自 那 以 后 Lanczos 算法 
越 来 越 被 重视 , 这 是 因为 它 具有 很 大 的 优点 : 

O1. KARESE KER A 的 只 是 4 与 向 量 的 乘法 ， 
因此 可 以 充分 利用 4 的 稀 牙 性 . 

2. 在 一 次 迭代 中 要 进行 的 计算 ， 都 是 向 量 间 的 运算 ， 有 
利于 实现 平行 运算 ， 

9. dE UOS FUP, 只 用 到 二 个 向 量 , 其 余 已 算得 的 资料 
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可 以 放 在 外 存 贮 中 ， 
4. 对 计算 的 结果 , 可 以 有 误差 的 估计 . 
因为 有 上 述 这 些 优点 ， 因 此 目前 对 于 非常 高 阶 的 稀 朴 对 
称 乍 阵 的 特征 值 问 题 , 都 用 Lanczos 算法 来 解 ， 


$1 近似 不 变 子 空间 


设 4 是 ”xy KAREE, 它 的 吧 个 特征 值 , 由 小 到 大 排 
Wü Aa, Aa, c, An 对 应 的 单位 正 交 特征 向 量 为 Yi Yass Yn. 
对 任意 非 零 vrE E^, 定义 Rayleigh HX 
RT) — (Am, a) /(m, a) 


有 如 下 极 大 极 小 原理 
定理 4.1 记 六 ;是 一 个 任意 ? ACT Bl, Un, 则 
u= min max R(a), (1) 
An-ti = max min R(æ), (2) 


证 明 in—l+i 维 空间 m i (Uu Vus ccs, Us 于 是 
任意 ! 维 空间 V, 与 Eia. 的 交 不 空 . WATER CTI EE 1 
有 

max R(Q SRY) >n 


故 min max BR (a) >h. 
Y; xcv 


另 一 方面 , 取 一 个 了 ATAN P-0s ys c YÈ, 


max AR (€) —A;z»min max R(X), 
«cV; Vi x€Vi 


从 而 (DD 成 立 。 同样 可 证 (2) 成 立 . 证 毕 . 
3384.2. 设 吾 也 是 ”xm 对 称 和 矩阵 , 它 的 特征 值 由 小 到 
KHER cn 82, …，sw， 如 果 将 4 十 吾 的 和 4 个 特征 值 由 小 到 大 
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排 成 pa, Mo, ns Mem 则 
WEN En, (3) 
MUSHU 81, (4) 

证 明 ”由 定理 4.1 


H= min max ((A4- E)a, WT)/ (rx, æ) 
Vz  x€Vi 


-— min max! (Am, æ) T (Ew, æ) ] 
Y; xcv: (a, x) (x, æ) 


(Aæ, x) , (Ex, æ) 
cA mn 
这 里 六 ,= {yy 9», c, Yd. TX 
(Aa, æ) a (Hom, æ) 
(m, a) ejr (am, x) 
HA—ATE—E, 而 —E 的 最 大 特征 值 为 一 so 利用 上 
述 结果 就 得 


«max | 
xEV: 


pmax A En, 
sEV; 


U< e WE., 
推论 
[u-u x | EI. (5) 
JE Q= [qi, 2,…, Qj 是 7 个 % 维 ,线性 无 关 的 列 向 量 组 
成 的 矩阵 , jn, FATE jx jon T, fi 
4Q—QT',-0, 
那么 (qu Qs o, a) 是 A 的 不 变 子 空 间 。 此 时 T, 的 特征 
值 , 即 为 4 的 特征 值 , 若 $ 是 2 的 特征 向 量 , 则 Qs 是 4 的 特 
征 向 量 ， 如 果 对 于 Q 有 了 使 得 . 
AQ—QT',- R, 
RI 很 小 ,那么 可 以 设想 (Qs, 92,…, 44} 是 4 的 近似 不 变 子 空 
B. 下 面 我 们 要 讨论 此 时 T, 的 特征 值 、 特 征 向 量 与 4 的 特 
征 值 .特征 向 量 之 间 的 关系 . 
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对 于 给 定 的 @， 任 意 取 一 个 jxj 矩阵 了， 都 有 一 个 
RT), %13 
AQ-QT,=R(T), 
首先 有 一 个 问题 是 : ARERR T, 使 RO) | 最 小 ， 
对 于 7 一 工 的 情况 ,2y 是 个 常数 o, 考虑 
AQ: 一 0ia 一 加， 
问 a 取 什么 值 时 ,使 |?+i=14qi 一 Qial 最 小 .这 问题 可 以 看 
成 向 量 Aqu TE qi 所 张 成 的 子 空间 中 找 一 个 最 佳 逼 近 向 量 ， 
利用 第 工 章 的 定理 工 ,十 我 们 知道 当 a 使 
( 49 一 oagi， q1) ^0 
时 , |r| E, 也 即 取 
a= (Agi, qi)/ (qi, Q), (6) 
有 [Ag:—o?g.| «|.Aqd.—oqi], Ve«CB, 
注意 (6) 式 恰 为 qi 的 Rayleigh d$, 因此 可 以 说 : 对 于 4g: 一 
qia ?4 a SUR qi 的 Rayleigh 商 时 ,使 |4qi 一 qio| 最 小 . 
对 于 任意 的 w， 它 跟 4 的 特征 值 之 间 成 立 如 下 定理 中 所 


述 的 估计 式 。 
定理 和 .3 对 于 ww 可 以 找到 一 个 4 的 特征 值 入 ,使 得 
1X 一 x| «[r]/1d:l. (7) 
证 明 将 qi 按 4 的 特征 向 量 展开 
q,- 289, 
于 是 r-3 BOY 


Iri? =$ 6 ua)? 
>min (4— a)? > Bi - min aala’, 
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故 min Q,—o)*«|ri?/1q*. WER. 
在 定理 证 明 中 使 人 一 o)? 达到 极 小 的 那个 特征 值 x, 如 果 
对 应 的 特征 向 量 不 正 一 个 , 那 末 qi 的 分 解 式 , 可 以 写成 
q- 2 Bar 2) Pd 
将 之 ， B4. 重新 写成 By, H y 是 单位 向 量 ,， 显然 也 是 对 应 
特征 值 和 的 特征 向 量 ， 于 是 
Qi= PY + 2 P4, 
假定 [as] — 1, 可 得 e+ $3 Bil 
E38 4.4 AUR d min |ual, W 
lq-pByl<lrl/a. 
证 明 从 Aqi 一 aqi 一 ? 有 
B.—«)g4- 2186 04-oy-r, 


[riz E 8/0;—o)2d | 8, 
MA MEA 


故 Br /oe, 
但 gq-By- 2 By 
故 le.—8yl*« 38 |ri*/d. wt, 
推论 di qi y 的 交角 人 (gqy y) -0, 则 | 
[sin8| «|r]/d. (8) 


WEB] 因为 (qi, y) ^ 8—c0s0, i sin 0—1-- B^, 
sin b= 215i, 
从 而 [sin8 | « || /d, 
上 述 定理 描 写 了 gi 逼近 4 的 特征 向 量 的 状况 ， 特别 当 
a HUR qı 的 Rayleigh fj o(qi) 时 ,有 
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定理 4.5 H lal=1, p 一 p(9D)， 站 一 401 一 94，9 一 
min [u—p], ^ d& 5i o 最 接近 的 特征 值 , 则 
I&—pe| « [ri?/d. (9) 
证 明 利用 分 解 式 
q.- By X By, 
r—B.—py 218.04-e)Ue 
有 | 全 一 8 (一 2)2 十 > Bi =o)’. 
利用 eir =0, 故 
B'G—g) + DB) 70, 
或 BA 一 p) 一 -280«—29,. 
RA |r 上 ?的 表示 式 中 
Iri?- — 06.—p9) a Bi Os — p) + 23 BE Qa 9? 
-AEB Q4 —23) Qa — p), 
又 从 p-^-qi(A-Mq.— 2B (4-9), 
故 
le-a] < 3 B A t 3 BE Da M Ie. 
(10) 
因为 入 是 o 最 接近 的 特征 值 , 故 有 
[,—A| [7 p] = (uA) Aio), 
将 此 代入 (0) 即 得 
lex <$ 230471) Q«—9) — [ri*/d, 证 毕 ， 
推论 AAE M m Nj 
[tan 0|  |v]/d. 
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证 明 由 
PA-P = -AB Q.—p), 
因为 所 有 MEA R M o 都 是 同 号 的 , 因此 
I&—e|g— X 8 «e| 2d 2 $i, 
tan? 0— D Bi/ Bs |A- pl /da< |r[*/d". 证 毕 。 
这 个 定理 和 推论 说 明 当 a 取 成 Rayleigh 商 ,其 估计 有 记 
加 强 . 
现在 来 考虑 ，Q EJAJ, >L 的 情况 ， 设 @= [gq 
ga =s Qi], di. Qs、"…、Q; 是 单位 正 交 向 量 组 ， 
4Q—QT,- R, 
讨论 T, 的 特征 值 与 4 的 特征 值 的 关系 。 首先 有 
定理 4.6 对 任意 T, 的 特征 值 ,可 以 找到 一 个 4 的 特 
ERR A, 使 得 
I^—-pu| «|R]. 
证 明 u JÉ T, KRIER, dd 8 是 它 对 应 的 单位 特征 向 
量 , 令 一 9s， 于 是 
lx] = Js'Q'Qs [7 — 1, 
AQs —-QT',s — RS, 
Aæ — uc = R8, 
利用 定理 4.3, 有 4 的 特征 值 入 使 
[^—p|«|Rs] «| RI. 证 毕 ， 
这 个 定理 的 缺点 是 : XPT, 的 两 个 特征 值 ji、 Ma 定理 中 
所 说 的 A 的 特征 值 x, 可 能 是 同一 个 ， 即 
[à= m |<], 
[— ul <I RI. 
人 们 希望 对 于 2 的 5 个 特征 值 ji、 ua, en bs WAR 
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到 4 的 了 个 特征 值 Xe、Xo、 A di do 与 是 了 个 不 同 的 
数 , 1839 | uo — Au, | 的 估计 式 ， 

这 个 任务 在 1967 年 , W. Kahan 的 没有 公开 发 表 的 著名 
ib X, “Inclusion theorems for clusters of eigenvalues of 
Hermitian matrices” 中 得 到 完成 ， 在 那 篇 论文 中 , 他 先 证 明 
了 一 个 重要 定理 ， 可 称 为 矩阵 的 保 范 扩张 定理 ， 这 个 定理 第 
一 次 公开 发 表 在 B. N. Parlett 的 书 [10] 中 , 在 [10] 中 的 证 
Hj, B. N. Parlett 作 了 适当 的 修改 ， 下 面 我 们 给 出 这 个 矩阵 
保 范 扩张 定理 , 是 采用 W. Kahan 原来 的 证 明 . 

定理 4.7 UV RnxmnHermite 矩阵 ,O 是 任意 复数 域 
上 的 mxn 矩阵 ,对 于 (ndm) x n jR EE 


r-o) 


TEE m xm Hermite 5g Ee W , [818 (n+ m) x (n+ m) Hermite 


ABE 
7-(o v) 
o Ww 
有 I7] - 1I. 
证 明 R'R-V*4-C'C, 


1/ 天 +CO VO+OW 
-(or wo CC" 4- W? ) 
V?--C'O 是 T? 的 主子 阵 ， 因 此 对 任意 Hermite £W, #8 
有 
jDiI1RPE, 及 [TIBIA]. (1) 

下 面 要 找 一 个 W， 使 得 T| 最 小 。 取 任 意 数 in|, 
于 是 p27 一 了 ?是 一 个 Hermite 正定 矩阵 ， 当 然 有 逆 ， 令 
D-—O(gtl—V?), 
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PT ("i MAMMA 


—oy-WO  pgI-CO'-W? 


I 0|, [IVD /I 0 
(jy er-s I |y 7 ) 
x ( pl-y?*—-o*O (PI-V?—OO0VD -VO—OW | 
* xo (-OV -WO)V D*+ 1 —0C* — W3/ 
Em dm W 使 
(gI—V?—0"0)V D' VO" —O'W 
= —C*Oy D' — c"W —0, 
上 述 三 个 矩阵 相 乘 的 积 ,就 是 一 个 块 对 角 阵 ， 为 此 取 
W (p) - —cV D - - DVO", 


此 时 
I O\ ， walI VDA /PI-RR 0 
(or je mta E 0 ex) 
X-I-O(plI-V?)0*, 
另 一 方面 
I 0\，， (I VD 
" 1 )er- soy I 


I OVgr-V? -Vo MI DV 
"s i -oy 21 co Yo 7 ) 
-7 a 
0 exp 
因 RE 的 最 大 特征 值 与 R'R WRAKI 1E BS, M 
WER oPI— RE" 也 是 正定 矩阵 ， 从 而 由 惯性 定理 (或 称 
Sylvester 定理 )[9, p. 335] 知 道 p^ X 也 必须 是 正定 矩阵 ， 由 
此 知道 PI -T 也 必须 是 正定 矩阵 , 即 得 
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p71T|. 

再 看 W (p) ^ —OV (PI —V?)30c* 

E p WARA, 当 o LR | EE, ULL. OER, W= [Ri 
不 是 W (o) 的 奇 点 (因为 有 理 函 数 只 可 能 有 极点 )，CCr 十 琵 ” 
EET HETE, AE T 的 最 大 特征 值 大 于 CCULW? 的 
最 大 特征 值 , 因为 CO" 是 非 负 定 矩阵 , 故 

IW (o) «ITI «e 
有 界 ， 故 e| RI, W o) 的 极限 W C RD) TEE, 并 且 对 于 这 


SWORD, E ITI<IR] 


KAADA, HI 
IT|=|R|. wt. 


现在 可 以 证 明 如 下 的 Kahan 定理 。 
定理 4.8 HQE JAn 维 单位 列 正 交 向 量 组 成 , T, 是 
jx 3 对 称 和 矩阵 ， 
R= AQ— QL,, 


车 TV 的 ;个 特征 值 为 u s, cs. pvz， 则 可 以 找到 j 个 不 同 
HARA i. da, e 名 使 得 
[7 ul SIRI. (12) 
证 明 36 QU UR nx IEEE G, G—[Q, QJ, £i pk 
. Q'AQ. QAQ, 
eas" (Crag Q4.) 
与 4 有 相同 的 特征 值 , 
G'R—G* AGG*Q —G*QT', 
- (g^ A y, 
KAQAQ QAQ JEU ' 
- (vae 
Q4Q / 
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因为 G^ 是 正 交 阵 , 故 1G*BI| =|R]. 
利用 定理 4.7, 扩充 GR 成 
(oe o - E 
QiAQ W ? 
有 W 存在 , E E Brick E — (RI. 
考察 eaa-n-[. 9 
| 0 QA -WH 
利用 定理 4.2, 可 知 上 述 等 式 右 端 矩阵 的 第 7 个 特征 值 ， 
tj G* AG. 的 第 1 个 特征 值 之 差 的 绝对 值 小 于 等 于 上 召 |。， 如 果 
T, 的 特征 值 ua. uo, t. jy, 在 矩阵 


T, 0 ) 
(o QAQ -W 


的 特征 值 中 ， 按 由 小 到 大 次 序 排列 的 编号 为 全、 da oL y, 
于 是 
Da, ux] ELT IRI. WS. 
这 个 定理 加 强 了 定理 4.6 的 结果 . 
对 于 QQ@=[g d» 7, 09, dn dat gi i j AAMER 
列 向 量 的 情况 , 在 等 式 
AQ—QT=B 
H, 也 有 一 个 使 |E| 最 小 的 最 佳 问题 ， 下 面 定理 回答 了 这 
个 间 题 , 见 [10], 
定理 和 .9 ”对 于 给 定 的 7 个 单位 正 交 列 向 量 组 成 的 %Xj 
EE Q, HERI j 08 PE T, dd 
RT) -AQ—QT,, 
若 记 jXj «WEM H —Q"'AQ, W 
[RŒ | «(8 QD9) |. 
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证 明 
有 RD RCID= (AQ -QT5* CAQ -QT')) 
—Q'4*Q —T1Q* AQ —-Q" AQT',-- TT, 
—-Q'A4Q— H?- (H -T)! (H —T)), 
但 R(I)' RIT) 2Q* Q— B”, 
故 RC'ROS-RGD'RD - (HI -Tj)' GL -T)), 
XB H-T) (H —T) &—^-3EffóB PE, 于 是 
[RGD)|«| RO]. WEE. 
W. Kahan WKE: EEB j 个 列 不 正 交 的 情况 下 ， 
T, 的 特征 值 ,与 4 的 特征 值 之 间 的 关系 .在 上 面 曾经 指出 过 
的 那 篇 文章 中 他 给 出 了 如 下 定理 ， 证 明 是 按照 [LO 中 所 给 出 
87; X. 
定理 4.10 设 @ 是 任意 7 个 线性 无 闫 的 列 向 量 构 成 的 
nx j HERE, T, 是 任意 7Xji 实 对 称 怎 阵 , 对 于 
R-—AQ-—QT;, 
考 驴 的 最 小 奇异 值 为 on T, 的 特征 值 按 由 小 到 大 次 序 排列 
是 Ma, Ho, s as WETE in da, d, j 个 不 同 自然 数 , 使 
得 
lAn i| SV 21RI/G. (18) 
证 明 将 Q 进 行 奇异 值 分 解 , E, p. 468—470]. FE 
nxn EAE RE Pa 51 jx j ERE Pa, 使 得 


J 
PaP-( 由 

了 为 ?xy 对 角 阵 diag(o; oj, =t, 02). XT 
R=AQ— QT,, 

有 P RPa= PAPiIPiQPs— PiRPs PsT Pa. 


ii ÀÉ—-P,RP, Â= P AF}, Ô = PIT,P. E 
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[R]-[RI, 及 相似 于 A, 全 ;相似 于 T. 
a 
0] |o 
 (H B (f, 0 H-j$, B 
" i o J-la x) B x) 
于 是 从 定理 4.2 可 知 存 在 di, do, c, d 1818. 
(^7 z) 


B X 
H-Î, BW |/H-®, 
Fs xs) 
下 面 来 估计 上 式 右 端 , 易 知 
^ (I) 
R= , 
BJ 
因为 Q@ 的 列 线性 无 关 , 因此 0370, kJ FE, 
[471 —1/oi, 
|B| - |BJJ7| «| BJ |/o, 
而 | HJ—Jf,-(H—$9J-- (f —J$5, 
上 式 右 端 第 二 项 是 一 个 斜 对 称 和 矩阵, 对 任意 向 量 w, 有 
æ*(Î J —J1)2-—0, 
FER PRERE H — P, 的 模 最 大 的 特征 值 为 X， 对 应 的 单位 特征 
向 量 为 y, 于 是 


[A — px] < 


TB ES 4.7, 8 X f 


J 


, (14) 


y' (HJ -J y= My, 
即 得 |HJ —J$, [^os — |H -Êlo 
再 回 到 (14) 式 , 记 


H —f, 
m- B ) 
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M'u-(u-f, 2 P | -(H-—f)*4- FB, 


所 以 
|M*M| = (HD +BB <H -Â+ | B]? 
«(qu -ITD L[8[9/ot, 
R'É— (HJ —JT3'(HJ —Jf) - (BJ)* (BJ), 


T S SCR E f BE, e 
| A] | HJ —J1|, 
18] 7]BJ], 
从 而 得 到 |M"M|<2]ĝ|?/o}, WE. 


当 久 的 各 列 单位 正 交 时 , 按 本 定理 结论 ， 此 时 osl, 从 
(18) 得 
[A — i| x 2 (RT, 
与 定理 4.8 比较 ,多 了 一 个 V 2 因子 ,因此 可 以 设想 V3 可 
UER L, 但 这 个 问题 至 今 没有 解决 。 


$2 Lanczos 算法 


给 定 一 个 单位 向 量 gu, 构造 序列 

Qı, 4q, Ægi, =, Aq, (5) 
íq, 49， Agi) SEX Kpsuron FZR. 在 求 线性 方程 组 
Ma, RARE 4 是 对 称 正定 的 情况 ， 共 胃 斜 量 法 就 是 利用 
KpsuoB 空间 提供 讯息 来 构造 近似 解 的 ， 对 于 对 称 和 矩阵 4 的 
特征 值 问题 ， 很 多 求 特征 值 的 方法 , 也 是 利用 Kpu aM 
提供 的 讯息 , 例如 ;1931 年 Kpaurop 利 用 它 来 计算 qa 的 最 小 多 
项 式 .， 这 一 方法 在 % 很 小 时 是 可 以 用 的 , 当 % 较 大 时 ,因为 稳 
定性 上 的 原因 , 完全 不 适用 了 ， 乘 守法 也 是 利用 Kpuzon 子 空 
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间 , 求 特 征 值 .特征 向 量 的 办 法 , 不 过 常常 只 能 计算 得 个 别 特 
征 值 和 特征 向 量 , 并 且 实 际 计算 中 收敛 速度 常 很 慢 ， 

Lanczos 算法 ， 也 是 利用 Kpsurs 子 空 间 提供 的 讯息 ， 来 
求 4 的 近似 特征 值 和 近似 特征 向 量 的 方法 . 它 也 是 将 序列 
(15) 正 交 化 的 办 法 . 作法 是 取 定 一 个 单位 向 量 qus 按照 第 2 
章 $2 的 (7) 式 , 求 得 gs, qa,…, GFA a, 0s, ^, e Bu Enn 
B A Q= lg, Qs, -, ad, 


o Bi 
Bi œ Bs 0 
T-| o RS 
Te Th Ba 
Ü ^as 


计算 T, 的 特征 值 , 作为 4 的 特征 值 的 近似 值 , 若 了 ;的 特 
EEE s, 则 Qus 作为 4 的 特征 向 量 的 近似 , 具体 程式 如 下 : 

1. Ra, [qm — 1, tw — 49. 127; 

2. a,— QU; 

3. T;—U,—Q,;05 

4. Bj |i]; (16) 

5. 如 果 8, RAD, 则 转 入 计算 的 特征 值 和 特征 向 量 ; 
否则 quim; 85 

6. U= Alban j 17, 1 2; 

假如 不 考虑 舍 入 误差 , 计算 是 无 限 位 小 数 进行 的 , 则 当 计 
算 到 第 7 步 ,我 们 得 到 向 量 序列 04,02. gi RET 这 是 9 十 工 
个 正 交 向 量 组 ， 实 际 上 对 于 了 一 工 揭 情 况 只 有 全 Mr 两 个 向 
量 , 有 
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(ro 4) = (Agi —044:, 92) = (Ads, 91) —os (0i, 2), 
按 os, 的 定义 知 (ra, a) 一 0。 AE Qu. Qo. 7, d; T m, 6 — 
组 正 交 化 向 量 组 对 ?= 工 成 立 , 假定 对 ?一 4 成立, 809,057, 
和 Ts 是 一 组 正 交 化 组 , 假定 nA, 79 18 Q1. Go Y. das 
T Tua. BIOS fu Br W a Aa Oe Orr 是 一 组 单位 
正 交 向 量 组 ,为 此 只 要 证 (friz, qo) —0, 1=1, 2, %4, k, k+i, 
Fik, 
(T1, Q) = (AQua ~ 0k11 — Bidr, Q) 
= (Aar, 0) = (quu, Aq) 
= (Qui, Pilia tagi Bi-0i-1) —0, 


又 
(rias, Or) = CAQsui— 01,101 — Ds, x) 
= (Aari, Ar) —Br (qr, qr) 
= (Qui, Agr) — £x 
= (Qus, Pus od Pu-iu:1) — By 
一 Bo Ori) 一 Br 一 0， 
而 


(Friis Qui) = (Ary — 0,101 — Brk, Mra) 
= (Agria, Qui) — Arpi Arer Ar) —0. 

于 是 我 们 证 明了 命题 ， 若 Bi、Bs、…、 By-1 都 不 为 0， 则 gu. 
Qs, ^0. 0; 是 单位 正 交 向 量 组 ，G1、9s、…、9; 与 T; 正 交 ， 

Q= [q., 4», e, aE GOI, T; 是 一 个 对 称 三 对 角 
不 可 约 矩 阵 , 第 一 条 超 对 角 线 上 元 素 都 为 正 的 ， 称 TZ; 的 特征 
EA A W Ritz 人 入， 车 是 ;的 特征 值 ，s: 是 对 应 jv 的 单 
位 特征 向 量 , PR z;— Q8. 29 4 的 Ritz 向 量 . 

É r ERE bluo 有 下 列 定理 ， 

5384.11. 4, Q,, Ti, Ban Qni 之 间 成 立 如 下 的 关系 
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4Q; -Q,T,— 8,054261. (7) 
证 明 由 构 追 过程 
Bilir = Aqi— oq; — Bi id, 
得 Aq: = PQr t a: + Bi 10.3, 
BGB EE 4Q;—QjT, 
除了 第 了 列 外 , 其 余 各 列 都 为 0 但 它 的 第 了 列 为 
Ag; — Bii- — 030; — Bili 
nx j ERE B,q,.16; 的 第 了 列 为 Bises 其 余 各 列 都 为 0 因此 
QD. uH. 
推论 FE i ian ee jADE ELA EC, 使 得 
| 和 一 ia 入 
证 明 应 用 定理 4.8， 此 时 R=, WIPE d, 
22、 UU t; 使 得 
lAn | SEa B;. WEB. 
fe (7) 两 边 左 乘 ,因为 Qi 各 列 正 交 于 Quio 因此 有 
QAQ; —Q;Q;T', —0, 
T,—Q;AQ;. 
所 以 出 定理 4.9 可 知 ， 在 所 有 jxjj8EE M, p, R= 
4Q; - Q;M 范 数 |R| 最 小 的 是 T 
定理 和 .了 现 Ritz 向 量 z,— Q;8,, 成 立 如 下 关系 式 
AZzi— Zi Bits, 
这 里 sn 是 8 R78 j 2E. 又 2; 的 Rayleigh 商 为 wo Bp 
pa (Az; 20/3, 2). 
证 明 在 (17) 两 边 右 乘 向 量 S, 
AQS: — Q;T 8i = BS 
A2, — WiQ8s BENi 
A2,— WiZ = Pil 
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(Az, zi) = (4Q,8;, Qj) = (Qj4Qj8,, S) 
一 (T';s;, 8j = fbi, 
又 (Zi, Zi) = (QS QS) = (GUS 8) = (S, 8) —1, 


- 故 pa (Azi 2:)/ (Zu Z) =pl, A). WEB. 


推论 若是 4 的 特征 值 中 与 u 最 接近 的 一 个 ,车 
di-— min | 入 一 局] > (18) 


z 5 y 的 交角 为 0:, y 是 对 应 入 的 特征 向 量 ， 其 意义 如 定理 
4.4, Wi 
m [A — ui | < (Bisi) ?/ dus (19) 
[sin 0| < | 8/54] /d., (20) 
(19), (20) 两 式 给 出 了 4 的 Ritz 值 和 Ritz 向 量 , 对 于 A 
的 特征 值 和 特征 向 量 逼 近 程 度 的 估计 .逼近 依赖 于 量 | Bana, 
通常 将 它 记 为 Bn, WR Br 很 小 , 那么 逼近 就 会 好 , 而 从 分 母 
上 的 可 以 知道 ,如 果 入 是 4 的 特征 值 中 孤立 的 一 个 , di 就 
会 大 , BERZH. MME AE 4 的 特征 值 的 密集 从 中 的 
一 个 d; 就 会 小 , 于 是 Bu/d 就 会 大 , 估计 式 的 右 端 就 大 , 实际 
计算 经 验 也 告诉 人 们 ,此 时 实际 逼近 也 是 比较 差 的 . 
现在 来 分 析 一 下 B;, 从 
T, — Aq; — aq; — Bii 
可 以 知道 n 是 向 量 4q1， 在 子 空间 {qi, Qa, …, 0) 中 投影 
Gg BB om) 的 偏差 , 因为 {gi, d», s, 中 就 是 {qi, Aq, n, 
4 一 89， 因此 如 果 gi 对 于 和 矩阵 A 的 最 小 化 零 多 项 式 是 4 次 
多 项 式 , 则 gh、4q1、…、4” q; 是 线性 无 关 的 ,而 5, 491. 
Aq, A"q; 是 线性 相关 的 ,于 是 对 于 这 样 的 9s 
T,— Àq; —0uQ:— Biama, Um, 
Ta — ÁQu — Qs — Ón-10n-17 0, 
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BI 8,70 34 1«L—m, W Bw 一 0， 此 时 (qi, Qs, -, Qu) JR 
变 子 空间 , 对 应 的 Ritz 值 和 Ritz [p Et, 恰 为 4 的 特征 值 和 特 
taR. 

当即 很 大 时 ,和 m 可 能 也 很 大 , 对 于 比较 大 的 j, j<m, B, 
是 盏 会 很 小 从 实际 计算 的 经 验 来 看 , 除了 少数 情况 外 没有 
迹象 显示 B; 会 十 分 小 ， 而 ss] 当 j 了 足够 大 时 却 常常 是 十 分 
小 的 ， 尤 其 是 对 于 OT, 的 两 端 特 征 值 ， 所 对 应 的 特征 向 量 的 
1541, 因此 Bn 常常 可 以 达到 很 小 , 但 这 一 点 理论 上 还 不 能 给 
出 证 明 . 

下 面 来 讨论 T, 的 特征 值 与 74 的 特征 值 之 间 的 关系 ， 
j<k. 有 

定理 4.13 i wpP 是 Dy 的 第 i 个 特征 值 , 当 j<# 时 ,可 
LIRA Tr 的 一 个 特征 值 u”, 使 得 

[uP uP | <L. 


证 明 Hs ET E u 的 单位 特征 向 量 。 造 一 个 有 
维 列 向 量 8 -( 0 ) 也 有 sil=1, 我 们 来 估计 


(Tis; — ní^s; ||, 


n o) (o) 
T 8; 一 0008/ 一 — u” 
x8, 一 Ai 8, 0 G 0 Hr 0 


Pirs 


T'S — uP S: 0 
一 Biss 一 | Bs |, 
0 0 


右 端 是 一 个 只 有 第 j+ 工 个 分 量 为 Lsn 而 其 余 分 量 都 为 0 的 
Fi. DRUG 
[T8 UPS | = Ba, 


-— 129 一 


利用 定理 4.9, 就 知 存在 Tx 的 特征 值 ww 使 得 
(aP uP] <Er. WHE. 

这 个 定理 告诉 我 们 ， 如 果 计 算 到 某 步 j, T, 的 某 个 特征 
值 uP, CH Bn 很 小 , 那么 ui? 是 4 的 特征 值 和 很 好 的 近似 
fü, 往 后 T, 的 特征 值 中 , 一 定 也 有 一 个 很 好 地 逼近 入、 同时 
也 告诉 我 们 ， 如 果 T, 的 特征 值 x? 与 T, 的 所 有 特征 值 都 差 
IWEK, 那么 we 不 会 是 4 的 特征 值 的 近似 值 ， 因 此 这 个 定 
理 ,对 实际 计算 有 指导 意义 . 

RAULA, 4:1) — (Qj, T) 表示 对 于 对 称 和 矩阵 A, 单位 
HE gj， 通过 Lanczos 算法 计算 到 j 步 ， 产 生出 矩阵 一 
[qs, g2, 0, QAM Dy. 

定理 4.14 如 果 了 一 (4, q) = Q, T), WW 

1. L/(«A, q1) 一 (Qs, oT) 对 所 有 正 数 os 

2. L'(A—aI, qi) = (Qj, T,—al) 对 所 有 实数 

9. I/(P'AP, P'q1) = (P'Q,, T) 对 所 有 nxn E X PE 
P. 

证 明 1. ip B—oA, H B, qi 通过 Lanczos 算法 ,得 到 
ds, ds, d. PN Bi, . NC —. B,- -1、 ar, 于 是 有 

Bd. — Bqi—o4q., 


其 中 a = (Bgi, Q1) =a (4q, q1) =a 0, 
&- [Bqi—2ig:| =a| Aqgi— agı | — o8, 

于 是 Bids = Bg: —auq;, 

即 为 apf =a (Aq — 01) 一 xi0a， 


由 此 可 知 d. qu. ELEN Ga, e, G RKK 0.7.05 
而 Ga, Bo, 00x i-i, Bia, Oy KKH aaa, aBa, 05-1, 05-1. 
ao; 即 得 L (aA, q) = (Q;, oT)). 

2 和 8 的 证 明 类 同 , 不 再 重复 。 证 毕 。 
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$3  Kaniel-Paige-Saad 理论 


在 上 节 分 析 中 知道 ，2y 的 特征 值 可 以 作为 4 的 某 个 特 
征 值 的 近似 值 , 但 不 知道 是 4 的 第 几 个 特征 值 的 近似 值 ，B. 
Kaniel 在 1966 年 发 表 的 文章 [2 四 中 , 给 出 了 一 和 的 佑 计 ， 
不 过 证 月 中 有 些 错 误 ,0. Paige 在 1971 年 的 学 位 论文 [13] 中 ， 
重新 研究 了 这 个 问题 ， 给 出 了 jy 一 和 的 估计 ， 并 且 也 给 出 了 
sin 的 估计 ， 这 里 由 表示 Bitz 向 量 2% 与 4 的 特征 向量 gn 
的 交角 ，Y. Saad 在 1980 年 发 表 的 文章 [26j] 中 , 对 于 jo 一 入 
给 出 比 Paige 的 更 简单 的 估计 ， 所 以 这 些 结 果 ， 我 们 统称 为 
Kaniel-Paige-Saad 理论 . 

本 节 大 部 分 定理 的 证 明 思 想 取 自 B. N. Parlett 的 书 [10]. 

首先 来 进一步 研究 4 的 从 T, 得 到 的 Ritz qu E, zu 
zc z 的 性 质 ， 

1. 正 交 性 

(Zi, Zi) = Ou, (21) 

因为 Z= 0,8, zi Qu&, T 

(z,, 2) = (QS, Qj87) = (QjQ;&;, 81) = (Si, 81) = Oa. 

2. {qi, ds, 0e, 433 — {21, Za, 70, Zij. (22) 

Wis, 85, =, 8/1 — 8, 有 dei(S) 0, 从 

QS = [z1, Z5, *-, Zl, 


可 知 (22) Jr. 
3. 4- 正 交 性 
, bk, 
(Az, Zr) Zh zh 
这 是 因为 
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(Azi, Zr) = (QAQ, Sr) 
= (TiSi, 8j) = ju (8, St) = min, 
4. 记 P 表示 j 次 多 项 式 全 体 ,mE P, 则 
(m(A)q1, Z) =0 
HERRE A- m) | m). 
IA ” 先 证 充分 性 .假设 (一 po 1mQ), 有 
mQ) —(&—9)g09, IA) € Pr, 
(mAg, z) = (gU, CA— 002), 
gM gE (q,, Aq, *%, 47g) — (qu ds, 7, d), 
故 yg(A)g— Qsh, 
是 一 个 j 维 向 量 . M 
(m (A) qi, zi) = (Qih, (A— nm) 3) 
= (h, (T;— p) 8) =0, 
再 证 必要 性 . 若 (me (4)G1，20) 一 0， 
mA) = (.—)9 0) +d, 
于 是 
(mCA)qu, Z) = (((4— uI) g (4) 1-dD)qi, z) 
-((A—pu)g(A)m, z) t-d(qs, zi) 
—-d(qi, Q,8) —d(e;, sS) —dsu, 
但 由 第 2 章 的 定理 2.9 AS, 的 第 一 个 分 量 sue 0, MC I 
0 一 0. 
类 似 于 Ritz 向 量 的 性 质 4 对 于 特征 向 量 gn eA n P TE 
Hm. 
5. 车 (Qi, y) *0, mA) EP; W 
(mCA)q, y) =0 
的 充分 必要 条 件 是 
A—X|m(M., 
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证 明 充分 性 . 若 和 一 jz| 和 (人 ， 即 加 (0 == 0.—2)g 092, 
JA) EPyz 由 此 
Gd Y) — (CA—D g CA) qs, Y) 
= (g (4), (A—XI)y) —0, 
DERE, Eaa, y) —0, MR MA) = 0 —2)9 0) 
+d, 则 
(A-A (Ag +d, y) 
=((A—uDg Aq, y) -d(qi, y) -d(qs, y) =0, 
但 (qi, Y) 关 0, 故 必须 d —0, 即 (一 ja | 和 人) 
5EH 4.15 设 凡 是 2 的 从 小 到 大 排列 的 第 1 个 特征 
值 ,入 是 4 的 从 小 到 大 排列 的 第 1 个 特征 值 , 则 
mN, Anni auam, bsi, 2, 7. 
证 明 将 = [gi, 9s,…, 019 TEL IEAOBÉEQ 
(Q, Qa), 
« WAQ  QiAQ., 
vaa Ge a Gd) 
4 T, — Q., 
Qr,AQ, Qiu AQ, 
id B—-Q'AQ, 它 的 特征 值 与 4 的 相同 , 利用 极 大 极 小 原理 知 
和 一 min max(Bw， o) / (t, x), 
特别 取 一 个 ! 维 子 空间 P, vidis n 一 j 个 分 量 为 0 的 
向 量 构成 的 , 因为 1< 记 因此 这 样 的 子 空间 是 存在 的 , 5 1j 
时 , 这 样 的 子 空间 可 以 有 很 多 , 但 它们 的 全 体 总 是 一 般 ! ET 
空间 的 全 体 构成 的 集合 中 的 子 集 ， 因 此 
Amin max (Bæ, a) / (æ, æ) 


= min max Ty, Y)/ U, Y) =m. 
I YEN: 


同样 可 证 
Asta Ha-3770,. WEE., 
下 面 介绍 Kaniel-Paige Mi. 
3384.16 h= Lh, 2), i=1, 2, 5, j, W 
sin’ $<| pM S5 (uua —Àx) sin? Pr ]/ Oar. 
(23) 


证 明 Z,— Tira, > r=1, 
kri kzi 
(Yi, Z) =ru= 08d, 


" 
sin? d 一 > fu 
€ 


"n 
m=z ÀZ — pà TiN ts 
n 
A 和 i 一 > T A^, 


所 以 Mo — A = DE rz Arid, 


4—1 n 
ox D rN = NOM) 
£e xa 


2 aA) > Ties 


k-41 
不 等 式 两 边 都 加 上 项 (usi: A) Siri, M 


sin? $<| ji 一 和 十 mW]/ 0:9. 
| (24) 
另 一 方面 ， 将 特征 向 量 ye 在 Ritz 向 量 zu RR z 的 正 交 方向 
上 作 分 解 ， 
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Yr = 2,008 prt hi, sin d, k=1, 2, +e, j, 
h, 是 与 z, 正 交 方向 上 的 单位 向 量 , 当 ik 时 有 


Tw (Zi, yx) = (Zi, yy — Zr cos Pr) = (Zi, hr sin $4), 


从 而 知道 T, «sin? Prs 
将 此 代入 (24) 式 , 即 得 
sin? $<| 同一 人 十 P Qu,1 — Np) sin? 办 ]/ Oua . 


定理 4.17 HERBAR, 任意 非 零 向量 sE {qi 
Aq, Ur Ag), 如 果 满 足 
$'y, —0, k=1, 2, MAP l—1, 


LT up (8) + 25 Qu — ji) si? d 


«p(s) + 33 0, — 1) sin? du, 
其 中 p(s) — (As, 8)/(s, 8), 
证 明 结论 中 第 二 个 不 等 式 成 立 是 明显 的 ， 只 要 利用 定 
理 4.15 即 得 ， 
将 8 分 解 成 
8=t+ 25 Ti, 
Job EES zo -1, 2, e, 1 一 芒 正 交 的 向 量 ， 
C8, 8) = E, 5 + St 
ry = (8, Z) — (8, Zy—y cos.) , k=1, 2, Us, i—1, 
所 以 ri« [s]? sin? dr, 
(48, 8) = (At, D+ (Draz, t) 


-+ (at, 3 TyZy y ( P TyÀZ,, à Ya2s ) 
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因为 4€ Un, zs, co, 20, 故 利用 zi 的 性 质 3 知 
(At, Zy) 一 (AZ, t =0, k=1, 2, Md" l-i, 
因此 


e( - [ Gt, D+ ds, z) |/ 6 9 
-[ut. 5 + S mrt] / 6, 9. 
MARE m HH E, D+ Sirt- (s, 9), f 
pl —«- [CA Dt, D 3 gadt ]/ 6,9. 
(CA— AI), t) <0, (s, s)> (t, b, 
故 
e(s) CRUDO (SS (ux — 1)rt)/ c, 8), 


因为 上 正 交 于 Zi, Za, C5 Zi- ik 


(DE Du, 


由 此 得 到 
Mp) -ht (Op) )/ (s, 9), 
BH ris [s]? sin? gr RA, 5s 
ip (8) + $) Ga 一 pm) sinh du, ER. 
推论 BERKE sE, Aq. e, 470), (8,92 = 
0, k=1, 2, -= 0—1, 
pls, A-MI) = ((4-MI)8, 8)/(8, 8), 
n 
i-e (5, A—ND + D Q«- sinh du, — (28) 
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证 明 只 要 在 定理 中 用 A-M 代替 4， 即 得 . 

从 定理 4.16 的 (23) 可 知 如 果 e—a (61, 2,…, 1—1) 
是 很 小 的 量 , 那么 sin? pr(% 一 1，2,…, 7 一 了 也 是 很 小 的 量 ， 
当然 这 里 假定 hi 一 和 x 都 不 是 十 分 小 , 在 此 再 利用 (25) 式 , 如 
JR p(8, 4 一 DD) 也 是 很 小 量 的 话 , 那么 jw 一 和 也 是 小 量 。 因 
此 要 对 p(s, 4 一 和 了 来 进行 分 析 ， 


定理 4.18 设 =È at, 对 1< 记 mx#0, id 


1 
h- È Md AÈ ey. 
WAER nA) EP- A 
gna, 4—XI) 


MC ， 
Se 
«o a) CŽ ) incon |, (29) 


证 明 


1 


i ^ z 
q.- Soc-h( $ a), 
t=1 i 


mq. - 2omQ)ye-mQDA( $ s), 
((A—MI) m CA) qs, mCA)q1) 
- Em)! Q4- A) 
t (A MD mh, m) ( 3 e), 


因为 入 一 2 入 0， 因 此 
p(mCA) qi, CA-XD)) &(CA—M ID) mA h, m CA) h) 


x( $; 4) / (m(4)d., m(4)95), 
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(mAg, MA) q) 2 (m (OQ), 
(A —MD)mQD Rh, mA < Mm) mA) RN’, 
合并 这 些 结果 , 即 得 (26)、 证 毕 ， 
下 面 给 出 jn 一 入 的 估计 . 
定理 4.19 对 于 71<? 


Mx H Ar Àn M? 
pam NS Onm A) l i eM 
% (Taar 
1-1 
+ pà (An —Ax) sin? dx, (27) 
k= . . 


Xx E. T. (s) Jk k fy Tennes 多 项 式 ， ra . 
0177 4m 


证 明 定理 4.17 的 推论 告诉 我 们 ， 只 要 向 量 8 满足 
1. 8€ (qi, 4qi, tU, Aig}, 2. 8'y, —0, k=1, 2, „l-i, 
就 有 
i-i 
Bi MSpG, A—ÓMI) 十 2 Nn — hp) sin? pr, 


使 用 定理 4.18, 取 8 一 m(4)g, 自然 满足 条 件 1, 为 了 使 它 满 
足 条 件 2, 利用 Ritz 向 量 的 性 质 5, 知 必须 取 
mA) = (Aa) AA ANG, 
其 中 9( 是 9 一 ! 次 多 项 式 ， 对 于 这 样 的 多 项 式 , 定理 4.17 
中 的 
lm CA hl] < Hn oh) Qu — Noa) (72422) 1g CA) A], 
m (04) = Qu—31) Qu—23) -04—24)9 Q2), 


hc iyu, gus) c5 Us, 因此 着 有 = T Ba. 有 
gU h= $ Bg MIs 
$-—it1 
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ly R= È BOO», 


我 们 取 一 个 多 项 式 gA), E gA) G— UE, n, n) 是 小 
的 ,而 g (X) 是 很 大 的 , 那么 就 能 得 到 好 的 估计 . XX 


JA) =T- (Aha Maa n 


An— M41 
就 是 这 样 的 一 个 ,此 时 
JAJ KL (G-Lr1,142, e, n), 


&]g (A) A| «1, mi g0) =T aad 2r)’, r= ur RET 
增 大 而 增 大 很 快 ， 对 于 这 样 900 ,有 
miM QS-M( È, atat) 


x([ 各- a Ah /T,. m) 
十 5 (An—An sin? or. 证 


利用 (23) 式 和 (27) 式 , Atia uA 的 估计 。 例 
如 ， 已 知 入 =0,， A4—0.01, 25—0.04, Du, As, 0, An 都 在 
[0.1, 二 中 ,而 
0;—(Q::9,—0.01, l=1, 2,8, 
取 j=53, 
对 于 1=1 


S a2=1— (a)3-1-—0.0001 0.9999, 


kl 
T, (i27) = Poa (1-211810, 


— 139— 


0.9999 i yv. » 
1 — XT L| --——-—————— 
ja n< T0007 UT L5] «8.34 x 1075, 


sin? d «c I2) ec 34 x 107, 
ha — M 
对 于 ! 一 2， 
© a$—1-—d --21— 0.9998, 
7 = 证 工 


Le « 9- 03 — 
r je Aix 96 0.03125, 


T's (1--2x0.03125) —3.39 x 107, 


4. 0.9998 > 
paa 00007 " [9-67 vor / Ta (1+0.0625) |! 


+sin? $,«:3.85 x107, 


— ha — Ài 
二 和 十 sin? $ 二 和 


gin? dax Ë W 


_ 8.85x10-5 _, 0.04 
— 0.08 . 4-3.84 x10 "0.08 


=1.16 x107, 

依 此 类 推 , 可 以 获得 uh 和 sin? di 的 估计 ， 当 然 这 种 
估计 ,离开 实用 还 是 很 远 , 因为 om 不易 知 道 , h 也 是 不 知道 的 
量 ， 但 是 从 理论 上 可 以 看 到 , 当 joo Rf, jn 一 入 和 sin? gh 都 
UE T 0， 因 此 是 有 理论 价值 的 .同时 也 告诉 我 们 :， Lanczos 
方法 ， 首 先 求 出 来 的 是 端 部 的 特征 值 ， 因 为 jw 一 和 和 Aid 一 
Aui, 分 别 依赖 于 Titr) ET 4L 270) ,而 前 者 常 比 
后 者 大 ， 

上 面 Kaniel-Paige 的 估计 ,还 可 以 稍 许 改 进 ， 有 人 考虑 


如下 ERHRGD E T0420, M J MAMAK NEHE, 
BRF ro C I, RAER 4 WRES RE 4 BER, 
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A B C 


-一 一 Hi 一 一 一 Ht 中 
图 4 


分 成 三 部 分 , 左 端 部 分 4， 中 间 部 分 B, 右 端 部 分 C, 4 和 0 
与 中 间 部 分 B 却 分 隔 得 较 远 . 

KE 4 ARAE As, Aas t, Aro 

区 间 B ARIE Angi Anus ts Aro 

区 间 O A PAETÉ Anii n, 


U Q3) 
此 时 取 m) Ta n I 1 一 MA) 9 Q2, 
— Meg hm) 
gA) Zi-e-ornf Ar, Z Arai 3 
2M 一 Nd 一 和 
A) =T aroan ü rii ul 
gua) anan ES RE 
=T mrn (T 2055) 2 
|" — i 
Tyrn 76075 
Ta 一 和 ri 


这 样 可 使 rrm 比较 大 , 从 而 会 获得 更 好 的 估计 ， 

现在 开始 介绍 Saad 的 结果 ; Paige 为 了 获得 一 和 的 估 
计 考 虑 的 是 sE (qm, Aq, 0, A70), 并 且 S 正 交 于 特征 向 
E Ws Us ccc, uas Baad 考虑 的 是 gsE{Gi，4g，…， 
Ag}, 8 正 交 于 Ritz 向 量 Zi, Zo, «c, Zi 

1134.20 对 任意 3€ {gi Aq, …, 47g), WR s iE 
交 于 Ritz 向 量 Z, Za, Z 则 

:一 Xe<p(s， AAI), 
证 明 只 要 证 明 
Mp, A), 
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因为 sE (qi, Aqu e, Ag}, I SC (2, Za n, Ziy, KIE 
s- 3 fins, 
但 s'2,-0(k—1, 2, =, L-D,& 
s= $ ByZy— Q; 35, 
e(s, A) = (As, 8)/(s, 8) 
-( 140/33 Bus, $) Bese) / (s. SA) 
— (T,h, b) / (h, h) -p(h, T), 
这 里 h— 3 gs, 是 正 交 于 的 特征 向 量 8s, s Sr 的 


j 维 向 量 , 因此 olh, T) 之 mm, B 
A<p(s, 4)、 证 毕 ， 
从 定理 4.20 可 以 看 出 Saad 结果 会 简单 一 些 ， 
3384.21 HAAHR IKİ, 


全 一 2 Yr, #0, 
如 果 i-a Si 则 
一 和 所 Qu -, P È o/o ) 


x( 4- Bx Jae fT. (G2 J, (28) 


这 里 reden 
证 明 利用 定理 4.18, 3H HE 3€ mA) C Pad 
- S e [m CA) k|? 
pGnCA)gi, AMI) « (A, (S, aë / a) me, 
8—m(A)q1€ (qm, Aqu, =, AQ}, B Ritz 向 量 的 性 
I 4 Al, 要 8'z,—0(b—1, 2, 5 1—1), 可 了 到 
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m (X) = (一 AD) (à — us) 0 — m0), 
其 中 y() 是 任意 i 一 1 次 多 项 式 , HTAR mA), 利用 定理 


”4.20, 有 


Wm—Ai<p(s, A—A) 


<On—a)( $ s / “AE 


mla)? *. 
fH 
Im CA) | < max | Oi — pta) Qa— pa) +e 


* Qu— pii) | max EICON 


= (Anm pa) Qu — ua) Maps) max. |g Wo) |, 


特别 取 gA) -T, (Ehe), 
即 得 (28)、 证 毕 . 
对 于 Saad 的 结果 , 也 可 以 取 
m= (A— Ap) 
A—A) 
来 改善 一 入 的 舍 计 . 


$4 在 有 限 位 精度 运算 下 的 Lanczos 算法 


在 有 限 位 精度 运算 下 的 Lanczos 算法 实施 时 ， 会 产生 会 
入 误差 , 它 的 影响 破坏 了 与 qr 之 间 的 正 交 性 , 于 是 当 了 适 
Hk, I-G T PERSE ABER, 甚至 LI —Q3Q;] 不 是 一 个 小 
HE. 与 前 述 无 限 位 精度 运算 下 的 结果 相 比 , 带 来 了 复杂 性 。 
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例如 , 对 于 
Bia mal, 
Tı= Áq,—00:— £303, 
在 无 限 位 精度 下 : 
Bia (Aq, qi). 
BEA RERET |T- 55 4e, qi-1) 就 不 一 定 相同 . 
在 无 限 位 精度 下 
a= (Aq, Q) = (4q,— 8-14, 4), 
但 在 有 限 位 精度 下 (4g, 0) 5 CAqi- Biidia,. 0) 也 不 一 定 
相同 . 
. 从 这 两 个 例子 说 明 ， 对 于 每 一 步 计 算 中 ,a, 与 Boa UR 
同 公式 计算 是 有 差别 的 为 了 下 面 讨论 方 便 ， RISE, 
Lanczos 算法 如 下 . 
1. AHE qi, [gi] = 二 Ë Ag, 1>; 
2. = qiti 
3. f;—U;—oQi; 
4. B= [ril 
5. zi Bi 充 分 小 , 转 入 计算 T, 的 特征 值 ， 特征 向 量 。 否 
M Goai 一 ra/Bs 
6. 1,1—4q,.3— Eq, 0-150 转 2. 
这 样 算法 , 可 使 矩阵 T, 保持 对 称 , 使 得 
(ri, Q) 一 0 
在 工作 精度 下 成 立 ， 但 是 (fi, qr) 不 一 定 是 零 ， 
在 这 样 的 算法 下 ,关系 式 
409,—Q,T,— B,q,,.6; 
也 不 一 定 成 立 了 .但 可 以 知道 成 立 
AQ, 7 QT, Bet F1, (29) 


x P, 是 由 合 入 误差 引起 的 2Xy7 BE. 

从 实际 计算 的 经 验 知 

Iz,|<el4l, 
这 里 s 是 计算 机 的 工作 精度 .在 O. Paige 1976 的 文章 [27] 
中 , 指出 
LP eR CI o) j elA] 
一 定 成 立 。 这 里 w 是 跟 计算 4w 有 关 的 误差 。 如 果 4 的 每 
行 最 多 有 m 个 非 零 元 , 将 4 的 元 素 都 取 绝 对 值 后 的 插 阵 记 为 
141， TAHA] o 出 
amv. 

关于 这 一 结果 , 我们 不 在 此 介绍 了 。 我 们 的 兴趣 ,仍然 是 估计 
T', 的 特征 值 与 4 的 特征 值 之 间 的 差 ， 也 即 要 回答 T, 的 特征 
值 ,是 否 可 以 作为 4 的 特征 值 的 近似 值 . 

因为 现在 的 列 不 再 正 交 了 ， 因 此 我 们 可 以 利用 W. 
Kahan 定理 4.10, 得 到 

IA, — px] <V 2 |R|/os, 

这 里 及 = Bgt F 来 估计 s 作为 4 的 特征 信和 的 近似 值 . 
可 是 计算 经 验 表明 , 当 g Q, o 4;, 了 增 大 时 , 不 但 失去 正 
交 性 ,而 且 很 快 就 线性 相关 了 ， 因 此 在 9 不 太 大 时 , 可 以 用 上 
述 估计 式 .。 当 7 较 大 时 , 01(Q3) =0, 就 不 能 使 用 这 个 信 计 式 
T. 为 此 我 们 转 而 研究 《7) 型 的 估计 式 . 

[Bm T 的 特征 值 ym 所 对 应 的 特征 向 量 为 Se |S =L, 
从 (29) 式 有 

A4Q,8; — pnQs8 = BiS + F irs 
仍 记 z,—Q;s, 为 Ritz 向 量 ,于 是 有 
AZ, — onZp— Biskaia t P 38g, 

于 是 利用 47) 有 4 的 特征 值 % 
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IAÀ— pil <ir izl 
这 里 了 一 psl t F 81, 
Ir «85-- |F}. 

E29 Pj Re MI NE, 因此 只 要 B 充分 小 , 可 使 I? 是 
一 个 小 量 ， 留 下 的 问题 是 |zw| 是 否 会 很 小 

尽管 |sz| —1, 但 Q 的 列 不 正 交 , 其 至 会 线性 相关 , 因此 
QSr 的 范 数 可 能 会 很 小 . 

这 样 使 用 Lanezos 算法 , 面临 二 个 问题 : 

1. Bw 是 否 会 很 小 ,什么 时 候 它 才 很 小 . 

2. ja 是否 能 保持 在 并 附近. 

1971 年 O. Paige 的 博士 论文 [13] 回答 了 这 二 个 问题 。 
他 的 结论 是 

1. z, Ej qii IR EAE E 二 > B 很 小 ; 

2. M min | ju— p | ANTT, | zx] 不 会 很 小 。 

下 面 来 介绍 这 些 结果 , 记 

I—QjQ,— Cj 4j4-O;, 

ix HL C, 是 严格 上 三 角形 , 4 是 对 角 阵 , 在 我 们 规定 的 Lanczos 
算法 下 , (ds Qm) = 0, 因此 我 们 有 O; 的 第 1 条 超 对 角 上 的 元 
素 都 为 0。 A, 的 对 角 元 反映 [e] =1 的 误差 ， 因 此 一 般 说 来 
也 是 很 小 的 . 

记 81、 so、… 8; 是 /正确 的 单位 特征 向 量 ,对 应 的 特征 
值 为 Ma, ke、… jw， 因 此 矩阵 

S= [81, 83, =, 8] 
Jé—^EXPE. EE FQ GF EARE, ERUL 
它 的 对 角 元 为 0, 故 可 记 为 
FjQ,-Q;F,— K —K*, 
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K 是 严格 上 三 角 阵 ,由 于 IF, elAl, HS K 一 般 也 不 会 
KK, WwW s (K-K s=, 
AT, —T,A, 

也 是 一 个 斜 对 称 和 矩阵 ， 记 为 六 一 NN*, N 是 严格 上 三 角 阵 ， 因 
为 A, 的 元 素 是 很 小 的 量 , 因此 N 的 元 素 也 是 小 量 . 

ER C,T, TC, 是 一 个 对 角 元 为 0 的 上 三 角 阵 。 WE 
阵 

G-—S*(K 4-N)S = (rid). 

ERAR )39/9,:—0, 0—1, 2,…, j, Ritz pj] RE z,— 
Qis, $—1, 2, =, j, W 

1. ziana =r /Bysn, $—1, 2, e, j (30) 

2. 4 itk 


Ga m zizi =r? Pn. rp Bs p, 8) 
Biss 1S4k 
证 明 1H (29) 5X 
AQ; —Q,T' , 8,q,,:6; - FF, 


8 QAQ —Q;Q,T' = 8,2,q,,16; + QF s, 
两 边 取 转 置 
GA —,Q;Q, = Bent FIQ, 
两 式 相 减 得 、 
TOG- GUT = Bila} — Be Qt QF EFQ, 
1 (32) 
Bp 
-T-T A-R) 
=P Ria — BiediQ- K* — K, (33) 


等 式 左边 为 
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(C;-- Aj-C)) T, — T, (05 4- Aj4-O ) 
—O,T,—TO,4- AT, —T,4,- O;,T; — TO, 
—O,T,—T,O,4 N - N-OjT,—Tq6i, 

于 是 比较 (33) 式 等 式 两 边 的 上 三 角 部 分 , 得 到 
OT;—TOT N= BRiqries— EK, 
Bane - CT; -T,C,- N+ K, 


MUER 8;, HR s 得 到 

PISK Q5. — pa8:0,8.— S.C 8 TD r4, 
即 Zaia = Ti /Bisn G-1, 2, Ur p, 
此 好 第 一 个 绪论 . 


(pi — ux) Zi Zu PISM A1 — PISu 
T8 (QF; — FIQ) sn 


= Bismr /Bisn— Bisnr / Bu —iU, 


即 为 第 二 个 结论 .证 毕 . 


- 从 定理 4.22 知道 ， 当 z, 与 qui 正 交 性 好 的 时 候 ， 即 
ZiQ i770 B], Bs 不 能 很 小 ,反之 当 By 很 小 时 Za, 5,1 正 交 性 


就 差 ， 


A (31) uELAUÉ 4 uA ur 时 ,要 Zi Zr EXPER, Bsr 与 
Beu 的 数量 级 应 该 差不多 ， 如 果 两 者 数量 级 差别 很 大 ， 就 使 


jzizx| 不 是 很 小 . 
下 面 的 定理 , 给 出 | zx| 的 估计. 
定理 4.23 在 前 述 假定 下 , 如 记 


r,—min|u—ju;, 车 vv 天 
ttk 


G&- 30-1) r/vy, 


r=max|r®], 
si 
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则 | 
Ii - Iz d n s. (84) 


证 明 1—]|z,|]—-1—2i2,-1-—8:;Q;8 
~—8:(T— QIQ) Se = 8: (Cj +4 +03) 8, 
, 因为 |sxossx| 一 |s2O7sx|， 

故 |1— [zx|?1 « 14) 218: 8l. 

由 此 可 知 ， 要 获得 定理 4.23 的 结果 (34) 式 , 主要 的 任务 
是 估计 | ssCysu| ,为 此 应 用 定理 4.22 结果 给 出 以 下 二 个 引 理 ， 

3184.1 ig T, ;< 的 标准 正 交 特征 向 量 组 为 8%， 
s^, -—, sf?, EZR S= sP, 8, 5, 8], Xidjx9 2i 


阵 
S= 0 ) 
"40 
按照 定理 4.22 所 用 的 记号 , id ep E 
r$ vg. s. . 
v- CE Hau UU dur) „i=l, 2，…， j—i, 
j-1 
yuj 8,0,8y— -e S Ui) 5.1, 
这 里 saar JE T, 的 特征 向 量 8x 的 第 0-1 个 分 量 ， 
- 证 明 
0 gigs Ëo * did, 
0 gigs -- gg 
—0;= 0 , . : 3 
”gg 
o / 
所 以 一 0; 的 第 2 十 1 列 为 
Qiquai B NASHA IEN 
0 0 , 
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车 记 Z,-Q8, CE T, W Rite 向 量 组 成 的 矩阵 , 这 样 -0 的 
Piti 列 , 又 可 写成 
MA 
0 ) 


对 于 Ziqui 可 以 应 用 定理 4.22, 有 


4 T 
Ziq: :一 人 rà rf e. rh ) =v; 
+ 4 d 
Bis? Buil ? Bs 


于 是 一 Cip 的 第 i 十 列 为 
(58) -stos 


0 
因此 8O81 = - 2 tst t)S,1» WHE, 
现在 需要 估计 8481. 


| 引 理 4.2 FR T, 的 特征 值 为 Ha, Ma, tt, Mj, T, j) 
的 特征 值 为 pP, uD o. uP, 都 是 按 由 小 到 大 次 序 排列 ， 记 


1 

o -|B enum» M up, p=1, 2,1 
PEZ 
0, 


当 Px 与 ng (p—1, 2, 1) 
中 某 一 个 相同 时 ， 


M S087 — S sharon, (35) 
证 明 Si 中 的 第 p 列 为 
(5) 
o) 
39 是 的 第 2 个 特征 向 量 , 对 应 的 特征 值 为 a, 


了 


、 0 
Sp D sp t A— 
T; 0 一 /好 01 Bist p 1-11, 


0 
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b 


MUER s 得 
. s? s? 
mai 0 )- LS: (5% , j- Bist ^ Sra, à; 


so 
或 (ux — u$) s )- Pistes au 


AE jx 一 1 外 天 0, 则 
s )- Bist pss 

OF (mup)? 
如 果 对 某 个 2 有 ux — i$ —0, 那么 必须 有 

Bissau = 0, 

REOS 1j, B0, 50, 是 89 的 最 后 一 个 分 量 ， 在 第 2 章 已 
经 指出 , 它 不 为 0, 因此 必须 8,5, 0. 这样 如 果 我 们 记 某 些 
自然 数 的 集合 

m (1| (1, 2, =, j- 0 Que p, r1, 2, = b}, 
则 有 
S,C 8, — 之 (8:81 t1) Sr 


— — D (sisi^, 818P, =, SSP) Disi+1, 


iem 
D U D 
=— S fs si XA SA Ye 
T L141,K Z0? — EO 2 3 L nO i 
Bx Hx M Hx P 
D D ld 
-- EBan ML 
E * f n usi 
(» 
T 
~ =- Eshe M uT” 
l OD 
| Tp, - 
Ay (€m, 
因此 若 记 Oy, yp Mw 
0, icm, 
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8,0,8,— -5i szworz。 证 毕 。 
用 引 理 4.2， 如 果 我 们 假定 


m= mi |w-u|, 


那么 我 们 可 以 很 容易 获得 类 似 于 定理 的 结果 .但 是 Di 这 个 
量 可 能 很 小 很 小 . 因此 这 样 获得 的 结果 是 粗糙 的 , 为 了 获得 更 
好 的 结果 , ET. 换 成 vu. 下 面 要 想法 把 ps UP SOR is pa, 

现在 再 来 继续 证 明定 理 4.23, 考虑 量 siu, 由 第 2 章 定 
理 2.9 公式 (15)， 

Spine 2a iQ) 142,4 Qa) / 03 CN， 

X41(%) 是 T 的 特征 多 项 式 ， 它 的 根 为 BP. BP. up, 
35,40) j—1—1 UB. 将 Xii Q) 和 Xira, i CA) 的 全 部 7 一 1 
个 根 , 按 从 小 到 大 次 序 排列 成 o wa, e Ou-a, Ori, oj 
RX 2,02) 一 站 Cu 一 mo 因此 
[pes qp aces 
i=l oy — pH i—Wti o y — pa 

因为 en, 02, tt, 083, Oki, cs 0j 是 矩阵 T, 划 去 第 
1 十 工行、 第 L1 JR AR PE Bua 的 特征 值 , 利用 极 大 极 小 原 
理 可 知 


2 
Sie 


Base. (81,2, =, k—1), 
PASSO UA, 
-ss (8=0, 1, +, j—k—1), 
r> Ori. 
实际 上 , 如 果 对 于 第 ?十 上 个 分 量 为 0 的 向 量 r, 有 
pæ, Tj) =p(®, B1), 


(36) 
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aid 


To P. 是 了 维 向 量 的 一 个 8 维 子 空间 ， 这 些 向 量 的 第 7 十 
个 分 量 为 0。 于 是 


H: - min maxp(%, T) «imin max p(w, T';) 
Ve veVs PF. wey 
=min maxp(z, Bii) 
—Bui 的 第 s 个 特征 值 (xj—1D. 
同样 


Hg-,,1 = max min p(w, T) >max mip ap (æ, T) 
Ta 2EV, 


=max min p(w, Bıı) 
Vs sEV: 


—Bui 的 第 j 一 s 十 1 个 特征 值 ， s<j 一 1. 
由 UA 


Za e< (—1,2, =, k—1, b--1, 54-2, 3). (8T) 
4 
rer r<, 在 an, Wa, ***, Wki; kti; 111, 09 


中 必 有 一 个 是 uP, WAH i)i, BD uL =w, HH ilr) A 
k, TÆ 
-1 


` 4 
2 — — OX k O; 
Sis HA Hea 
i=1 [Up Ui; d-ktl Hp — Hu 


uD 、 
= guy E Mm (r—1, 2, -—., D), 


Hk — Mee) 
2 k wi 
其 中 Bic = Sica E ONG) 
Pk — Mir) 


Ei (37) Al [guo | 1, 
由 此 8:0,8,— — Ss $141, 501, x 


pa — pO pO 
之 gig) 5 ——2—- — "P2. 
1 Mx Hip) AL 一/ 
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1 rP, * -1 t 
1 ži al BE e zl 
D vro, EN. 

rR 是 眼 e| 4 上 相当 的 小 量 ,因此 ?也 是 跟 e141 相当 的 小 
E, KE vx 不 是 太 小 ，5y 一 般 也 是 一 个 小 量 ， 于 是 从 定理 
4.22 知 1 一 ]zxl, 在 vx 不 是 太 小 的 条 件 下 , 也 是 一 个 小 量 ， 

至 此 我 们 介绍 了 Lanozos 的 理论 基础 ， 在 实际 计算 时 
Lanczos 算法 过 程 中 ， 常 常会 出 现 这 样 的 问题 ， 某 个 的 二 
个 特征 值 或 更 多 个 特征 值 , 对 应 逼近 的 是 4 的 同一 个 特征 
值 ， 这 一 现象 的 出 现 , 是 由 于 @ 的 正 交 性 失掉 而 产生 的 .在 
计算 中 如 果 碰 到 这 种 情况 , 就 要 把 这 些 特征 值 的 Ritz 向 量 算 
出 来 ,看 看 是 否 平行 或 几乎 平行 如果 蚌 平行 或 几乎 平行 , 那 
么 这 些 Ritz 值 就 对 应 4 的 同一 个 特征 值 . 

从 上 面 的 分 析 可 知 , jx ERRET 4 的 特征 值 , 关键 是 
T By 是 否 足够 小 ， 但 En Bis, Bi 是 已 知 的 量 , sn 是 
T' 的 第 6 个 特征 向 量 的 最 后 - -个 分 量 . 如果 能 提供 一 种 方 
法 ,直接 从 T, 计算 得 sw 对 Lanozos 算法 是 很 有 价值 的 ， 

下 面 我 们 来 介绍 一 种 求 TZ; 的 特征 向 量 的 办 法 , 假定 特征 
{É ur 已 经 知道 了 . 


KL 


(Ti— up )z=0, (88) 
2— (91, Ma， N, & m —1, 理论 上 可 以 从 (38) 的 第 工 个 方 
程 求 得 mm， 再 从 第 二 个 方程 求 得 me， 依 此 类 推 可 以 从 (38) 
的 第 j 一 1 个 方程 算得 第 d 个 分 量 mW。 但 是 这 样 的 方法 在 
Wilkinson 的 书 [20] 中 , 已 经 分 析 过 , 是 不 稳定 的 。 原 因 是 我 
们 使 用 的 是 近似 特征 值 fs, 计算 又 有 使 入 误差 因此 n- 和 
n 两 个 量 代入 到 (38) 的 第 了 个 方程 左边 ， 


— 154 -- 


' IES 


E: 


(a — px) it B-m- 
不 会 是 0, 如 果 它 是 9, 于 是 得 到 方程 
(有 一 和 站 2 一 5eh 
这 样 z= FEC (ej, 2 $— 3 立 Si gy, 
tl jh P /一 p 
如 果 五- —€— HREREREK, WA 


可 以 使 z 是 Sy 方向 好 的 近似 向 量 、 ET 2 就 不 是 好 的 近似 
FEE. 

同样 从 wy 一 4, AB 2:2 (38) WN HE, RI y-a n-a m 
的 方法 ,也 有 同样 的 问题 ， 此 时 得 到 的 方程 是 

(T',— uy)  —3e;, 

B. N. Parlett 和 J. K. Reid EX [28] 中, 提出 如 下 的 方法 : 对 
《Tj 一 Lx 了 )z=0, 4 m —1, 从 第 工 个 方程 求 出 n 依次 到 从 第 
1 一 工 个 方程 求 出 m. 

B-L 从 第 了 个 方程 

(o 一 0 名 二 BE 一 0 

RHA Era 依次 到 从 第 Q+ 了 个 方程 求 得 名 

再 将 分 别 从 两 端 出 发 求 得 的 两 组 数 吐 合 起 来 , 即 令 


&= n (=i, 2, Ut i—1), (89) 


这 样 得 到 的 向 量 z= " £s, 5, ED, RABI DHELA 
有 


BE (0 ma) é+ Bi 141770, (40) 

于 是 2 满足 (T,— 4) 25e, | 
现在 来 考虑 如 何 选择 指标 i， 使 得 (z, e) 尽 可 能 大 ， 也 
即 z 的 分 量 中 最 大 的 一 个 对 应 的 次 序 作 为 1， 为 此 从 m 1, 
T. tt 到 某 7m, 绝对 值 都 逐个 不 减少 ， 但 [maa] «nal; 那么 
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这 个 刀 就 是 1 的 一 个 候选 者 ， 再 从 EEL £5. 逐个 计算 
到 如， 通过 路 合 公式 (490) 求 出 z— (5s 5&9,…, £0" 后 ,将 它 
的 分 量 代入 (40) , 得 到 5, 考察 5/1z|, 如 果 这 是 一 个 小 量 , 那 
4 sez/|z| 即 为 所 求 的 单位 特征 向 量 的 近似 ， 否则 ， 再 从 
Nmt 开始 求 第 二 个 极 大 值 Nm’, 当然 [0] 要 求 比 DM K, 以 
w Ag b 的 候选 者 , 以 此 类 推 . 

为 什么 要 以 判定 8/| 村 4 的 大 小 ， 作 为 一 个 判 据 ? 利用 关 
系 式 (29) 

AQ; -QUT = Byres - Py, 


和 (T,— i, I)$-- Sev| zj， 
因此 AQjs — Q,T';8 = Biel8t+ Fs, 
有 AQj8 — LonQ18 = B,0,,16,8-- F ,84- TT Qe 


记 2=Qs, 又 记 s 最 后 一 个 分 量 为 Syx, 即 有 
Ay — pa = Bn; a + FIs+ TT gd 
y 逼近 特征 向 量 的 程度 、/x 逼近 特征 值 的 程度 ， 都 依赖 于 
r= fnt +E stir qı 
的 范 数 , 而 7 的 第 三 项 的 范 数 为 5/1z|, 因此 使 用 5/1z1 作 为 
JH. 

8B Box TRGECKANSHIE NE, 3E — - T8 38 R71 3S, 只 是 在 
TECH AEEIO EXRITIRRRYEA — A, 参见 28). 

最 后 再 说 一 下 ,使 用 Lanczos 算法 一 般 地 j 应 该 取 多 大 ， 
根据 Parlett 的 经 验 [10, p.259], 当 1 10*, Xt j— 300, 可 以 求 
出 10 个 两 端 部 的 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 . 要 进一步 求 更 多 
的 特征 值 和 特征 向 量 , 可 以 继续 增 大 j 但 这 样 要 过 到 已 求 得 
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的 特征 值 的 重复 出 现 的 现象 ， 也 可 以 重新 取 一 个 初始 单位 加 
量 负 ， 令 它 与 已 经 求 得 的 特征 向 量 正 交 ， 从 鲍 出 发 再 施行 
Lanczos 过 程 ， 

适当 地 修改 Lanczos 过 程 , 防止 特征 信 重 复出 现 的 现象 ， 
仍然 是 一 个 研究 课题 ,参见 [29] 、[30]. 
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